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記法

• R : 全ての実数よりなる集合，(−∞,∞)

• R+ : 全ての非負の実数よりなる集合，[0,∞)

• R++ : 全ての正の実数よりなる集合，(0,∞)

• Rn : n次元の実数ベクトル空間

• Rn
+,R

n
++ : x = (x1, · · · , xn)⊤ が x ∈ Rn

+ ならば，全ての i について xi ≥ 0 であり，
x ∈ Rn

++ならば，全ての iについて xi > 0

• N : 全ての正の整数よりなる集合

集合A,Bについて

• A ⊆ B : x ∈ A ならば x ∈ B

• A ∪B : x ∈ A ∪B ならば x ∈ A または x ∈ B

• A ∩B : x ∈ A ∩B ならば x ∈ A かつ x ∈ B

• A \B : x ∈ A \B ならば x ∈ A かつ x /∈ B

• Ac : x ∈ Ac ならば x /∈ A

• ∅ : 空集合

• A×B : (x, y) ∈ A×B ならば x ∈ Aかつ y ∈ B

A ∈ Rm×nについて1

• A⊤ : 行列Aの転置

• rank A : 行列Aの階数

• detA : 行列Aの行列式

• Col A : 行列Aの列空間，つまりCol A = {Ax | x ∈ Rn}．Aが写す像のことで他の文献
では Im,Ran,Range等で記されることもある．

• kerA : 行列 Aの零化空間ないしは核空間，つまり kerA = {x ∈ Rn | 0 = Ax}．一般の
関数 f(x)については ker f = {x | 0 = f(x)}として定義する．他の文献では null等で記
されることもある．

x = (x1, · · · , xn)⊤ ∈ Rn, y = (y1, · · · , yn)⊤ ∈ Rnについて

• x · y =
∑n

i=1 xiyi : 内積 (inner product)

• ∥x∥ =
√∑n

i=1 x
2
i : ユークリッドノルム (Euclid norm)

1有限次元のm行 n列実数行列 AはRm×n に含まれると書く．
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特に指定しない限り実数空間やその部分集合では上で定義した内積やノルムを用いる．また一
般のベクトル空間について ·, ∥ · ∥は特に指定しない限りにおいてはその空間に定められた適当
な内積とノルムであるとする．さらにベクトルに関わる演算で 0と書いた場合には特に指定し
ない限りにおいてはベクトル空間のゼロ元 (加法単位元)と解釈する．

ベクトル空間X について

• span{e1, · · · , en} : e1, · · · , en ∈ X の張る空間，
　　　　　　　　　つまり span{e1, · · · , en} =

{∑n
i=1 αiei

∣∣∣ α = (α1, · · · , αn)
⊤ ∈ Rn

}
• dimX : X の次元

内積空間X 上の線形部分空間 Z について

• Z⊥ : Z の直交補空間，つまり Z⊥ = {x ∈ X |全ての z ∈ Z について x · z = 0}
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第1章 分析の枠組と均衡概念

この章ではこのノートにおいて共通するモデルの設定，分析の枠組みと均衡概念を説明する．

1.1 モデル

このノートにおいては以下のような純粋交換経済を基本として考える．

• 時点
時点 0,1の 2期間モデルとし，時点 0では不確実性が存在しないが，時点 1では不確実性
が存在する．

• 状態
時点 1において正の整数 S 個の不確実性を表現する状態 s ∈ {1, · · · , S}のうちの一つが
生起すると考える．よって状態は離散的で有限個である．便宜的に時点 0を状態 s = 0と
表すこととする．

• 財
正の整数N 種類の物理的，空間的に区別される財が存在する．時点 1ではこれらの財が
状態依存財 (state contingent commodity)として取引されるために，この経済モデルにお
いてはN(1 + S)個の区別される財が存在することとなる．これらの財は直物市場 (spot

market)で取引される．

• 財価格
時点 0での財価格ベクトルを p0 ∈ RN，時点 1の状態 s ∈ {1, · · · , S}における財価格
ベクトルを ps ∈ RN とする．また全ての時点，状態における財価格ベクトルをまとめて
p := (p0, p1, · · · , pS) ∈ RN(1+S)と表す．

• 消費者
市場には正の整数 I 人の消費者が存在する．消費者 i ∈ {1, · · · , I}は以下のように特徴づ
けられる．

1. 消費集合 : 消費者 iの消費集合をXi ⊆ RN(1+S)とする．

2. 効用関数 : 消費者 iは効用関数 Ui : Xi → Rを持つ．Uiには消費者 iのリスクに対
する態度，時間割引率，確率的信念などが反映される．

3. 初期保有量 : 消費者 iは状態 s ∈ {0, 1, · · · , S}で初期保有量 esi ∈ RN を持つ．全て
の状態について初期保有量をまとめて ei := (e0i , e

1
i , · · · , eSi ) ∈ RN(1+S)と表す．

• 証券 (asset)

時点 0において市場では正の整数 J 種類の証券が取引されるとする．証券とは時点 1に
おいて購買力を支払うことを約束する契約，証書と見なされる．証券 j ∈ {1, · · · , J}の
時点 0での 1単位当たり取引価格は qj ∈ Rで表され，全ての証券の取引価格をまとめて
q := (q1, · · · , qJ)⊤ ∈ RJ と表す．1単位の証券 j ∈ {1, · · · , J}が時点 1で支払う購買力，
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つまりペイオフは財価格の関数であることを明示的に示すために，関数 rsj : RN → Rを
用いて rj(p) := (r1j (p

1), · · · , rSj (pS))⊤ ∈ RS と表す．

上記の設定の下で消費者 i ∈ {1, · · · , I}の効用最大化問題は以下のように記述される．

max
(xi,yi)∈Xi×RJ

Ui(xi)

subject to p0 · x0i + q · yi ≤ p0i · e0i

全ての s ∈ {1, · · · , S}について ps · xsi ≤ psi · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

xi = (x0i , x
1
i · · · , xSi ) ∈ Xi, x

s
i = (xsi1, · · · , xsiN )⊤ ∈ RN は財の消費ベクトルで，yi =

(yi1, · · · , yiJ)⊤ ∈ RJ は証券の保有量を表すポートフォリオ (portfolio) ベクトルである．任
意の i, j について yij は負値を取ることも許容される．つまり証券の空売り (short-sell)も可能
である．
時点 1において実現する状態はただ一つなので，(p1, · · · , pS)は予想 (期待)価格であり，こ
の問題は時点 0の消費者の消費計画を決定する問題と解釈できる．通常の効用最大化問題と異
なり 1 + S本の予算制約式が存在する．
以下では具体的な証券ペイオフ，効用関数の例を挙げる．

1.1.1 例 (証券のペイオフ)

1. 実物資産 (real asset)

証券 jが実物資産であるとは証券 jのペイオフが以下のように表される時を言う．全ての
s ∈ {1, · · · , S}についてある財ベクトル asj ∈ RN が存在し，任意の価格ベクトル ps ∈ RN

について
rsj (p

s) = ps · asj

となる．つまり時点 1において状態 sが生起した時に asj だけの財を得られる証券となる．
この時，rsj (p

s)は psについて 1次同次な関数となる．

2. 名目資産 (nominal asset)

証券 jが名目資産であるとは証券 jのペイオフが以下のように表される時を言う．全ての
s ∈ {1, · · · , S}についてあるスカラー量 asj ∈ Rが存在し，任意の価格ベクトル ps ∈ RN

について
rsj (p

s) = asj

となる．つまり時点 1において状態 sが生起した時に，psの値に関わらず asj だけの購買
力を得られる証券となる．

3. オプション (option)

証券 jが行使価格 (strike price) kのコールオプション (call option)であるとは証券 jのペ
イオフが以下のように表される時を言う．あるスカラー量 k ∈ Rと全ての s ∈ {1, · · · , S}
についてある財ベクトル asj ∈ RN が存在し，任意の価格ベクトル ps ∈ RN について

rsj (p
s) = max{ps · asj − k, 0}

となる．つまり時点 1において状態 sが生起した時に，あらかじめ時点 0で決められた行
使価格 kだけの購買力を証券の保有者が支払うことで，asj だけの財 (原資産 (underlying

asset)と呼ぶ) を購入することができる権利である．権利なので k > ps · asj ならば権利を
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行使せずその証券からのペイオフは 0である．プットオプション (put option)は逆に売却
する権利である．証券 jが行使価格 kのプットオプションならばペイオフは以下のように
表される．

rsj (p
s) = max{k − ps · asj , 0}

名目資産を原資産とするオプションも考えることができ，ある名目資産 j の状態 s ∈
{1, · · · , S}におけるペイオフが asj ∈ Rで表される時，この名目資産 j についての行使
価格 kのコールオプションの状態 sでのペイオフはmax{asj − k, 0}であり，プットオプ
ションならばmax{k − asj , 0}である．

ここでコールオプションとプットオプションのペイオフの関係について見てみよう．行使
価格が kであり，時点 1の状態 s ∈ {1, · · · , S}において得られる財ベクトルが asj である
コールオプションを 1単位買い，全ての状態においてペイオフが 1の名目資産を k単位だ
け買うとする．このような名目資産はすべての状態において同じペイオフを支払うので，
リスクが無い資産である．つまり銀行預金や国債などの安全資産 (risk-free asset)と呼ば
れる資産に対応する．このポートフォリオの時点 1の状態 sにおけるペイオフは

max{ps · asj − k, 0}+ k = max{ps · asj , k}

である．次に行使価格が kであり，時点 1の状態 s ∈ {1, · · · , S}において支払う財ベクト
ルが asj であるプットオプションを 1単位買い，状態 sにおけるペイオフが ps · asj である
実物資産を 1単位買うとする．このポートフォリオの時点 1の状態 sにおけるペイオフは

max{k − ps · asj , 0}+ ps · asj = max{k, ps · asj}

である．

このように上記 2つのポートフォリオが実現するペイオフは任意の状態で等しくなる．名
目資産に対するオプションに対してもこの関係は当然成り立つ．第 2章で述べる標準的な
仮定の下での裁定取引の非存在により導かれる無裁定価格の原理を用いれば

行使価格 kのコールオプションの単位価格+ k ×安全資産の単位価格 (国債の単位価格等)

= 行使価格 kのプットオプションの単位価格+原資産の単位価格 (株価等)

が成立する．この関係をプット・コール・パリティ(put-call parity)と呼ぶ．

4. 社債 (corporate bond)

時点 1の状態 s ∈ {1, · · · , S}におけるある企業の生産物が財ベクトル asj ∈ RN で表せる
とする．ただし asj の負の成分は投入物を表すとする．この時，この企業の時点 1の状態
sでの企業価値は ps · asj で表される．このような企業が発行する額面 (face value) k ∈ R

の社債とは，企業に支払い能力がある場合は k，ない場合は残りの企業価値だけの購買力
を受け取ることができる証券である．つまりこの社債の状態 sにおけるペイオフは以下の
ように表すことができる．

rsj (p
s) = min{k, ps · asj}

ある企業が額面 kの社債を 1枚だけ発行しており，その企業の時点 1の状態 sでの生産物
を asj ∈ RN とする．この社債の保有者の時点 1の状態 sで得られる利益はmin{k, ps · asj}
である．またこの企業の株主は有限責任 (limited liability)の原則から時点 1の状態 sに
おいてmax{0, ps · asj − k}だけの利益を得られる．株主と社債保有者の利益の和を取ると
min{k, ps · asj}+max{0, ps · asj − k} = ps · asj と確かに企業価値と一致する．
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ここで上記の設定の下での株主と債権保有者の利益相反 (conflict of interest)について考
えてみよう．S = 2として企業は以下の費用 0で執行できる 2つのプロジェクトの意思決
定問題に直面していると考える．

(a) プロジェクトA　状態 1では企業価値が kLA，状態 2では企業価値が kHA となる．

(b) プロジェクト B　状態 1では企業価値が kLB，状態 2では企業価値が kHB となる．

ここで k, kLA, k
H
A , kLB, k

H
B の大小関係は kLB < kLA < k < kHA < kHB とする．つまりプロジェ

クト Aはリターンのリスクが小さく，プロジェクト Bはリターンのリスクが大きいプロ
ジェクトである．

社債保有者にはプロジェクトAの方が好ましい．なぜならばプロジェクトAを執行した
場合の社債保有者の得る利益は状態 1ならば kLA，状態 2ならば kとなり，プロジェクト
Bを執行した場合は状態 1ならば kLB，状態 2ならば kとなるため，いい結果 (状態 2)が
起こったならば社債保有者の得る利益はどちらのプロジェクトでも kなのに対し，悪い結
果 (状態 1)が起こったならば社債保有者の得る利益はプロジェクト Bを執行するとプロ
ジェクトAを執行した場合に比べ kLB < kLAと厳密に低くなる．よって社債保有者はプロ
ジェクトAをより好ましいと考える．

逆に株主にとってはプロジェクト Bの方が好ましい．なぜならばプロジェクト Aを執行
した場合の株主の得る利益は状態 1ならば 0，状態 2ならば kHA − kとなり，プロジェク
トBを執行した場合は状態 1ならば 0，状態 2ならば kHB − kとなるため，悪い結果 (状態
1)が起こったならば株主の得る利益はどちらのプロジェクトでも 0なのに対し，いい結果
(状態 2)が起こったならば株主の得る利益はプロジェクトAを執行するとプロジェクトB

を執行した場合に比べ kHA − k < kHB − kと厳密に低くなる．よって株主はプロジェクト
Bをより好ましいと考える．

このように社債保有者と株主とではどちらのプロジェクトが好ましいかは異なり利益相反
が起こっている．

-

企業価値

6利潤

0

���������������
債権保有者へのペイオフ

d d d d d d�����������������������

d d d d d d d d株主へのペイオフ

k

k

kLA

kLA

kHA

kHA − k

kLB

kLB

kHB

kHB − k

図 1.1.1: 社債保有者と株主の得る利益の比較：利益相反の例

図 1.1.1は社債保有者と株主の得る利益を図示化したものである．図 1.1.1を見れば利益相
反が起こっていることが明確にわかる．実際には企業は株主の保有物であるので株主の意
思が優先される．このような時に社債保有者の観点からすると，より多くのプレミアムが
ない限り社債を保有することはデメリットになる．つまり社債のスプレッドが拡大する傾
向が起きる．このような社債スプレッドが拡大する傾向は現実世界でもよく観測される．
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1.1.2 例 (効用関数の例)

1. 期待効用関数 (expected utility function)

以下のような効用関数を期待効用関数と呼ぶ．

Ui(xi) = u0i (x
0
i ) + δi

S∑
s=1

πs
i ui(x

s
i )

ここで u0i : (RNの部分集合) → R, ui : (R
Nの部分集合) → R である．また δiは主観的

効用割引因子であり将来時点の効用を割り引いて評価する．πi = (π1
i , · · · , πS

i )は主観的確
率であり，消費者 iが予想する時点 1で状態 s ∈ {1, · · · , S}が生起する確率となる．よっ
て全ての s ∈ {1, · · · , S}について πs

i > 0,
∑S

s=1 π
s
i = 1を満たす．最もスタンダードな定

式化だが，マクロ経済学や実験経済学の実証結果と整合的ではないことも知られている．

2. 状態依存型期待効用 (state-dependent expected utility)

以下のように効用関数が状態依存性を持つ場合，状態依存型期待効用となる．

Ui(xi) = u0i (x
0
i ) + δi

S∑
s=1

πs
i u

s
i (x

s
i )

usi (·)は異なる sで違う関数形を持つ．状態依存型期待効用は通常の期待効用関数に比べ
表現できる選好関係の幅が広くなるが，依然として効用関数の異時点間，異なる状態間で
の加法分離性 (additive separability)は保持される．

3. 習慣形成 (habit formation)

株式市場には「株式プレミアムパズル」(equity premium puzzle)1と呼ばれる現象が存
在する．これは加法分離的な相対的危険回避度一定 (Constant Relative Risk Aversion :

CRRA)型の期待効用関数を想定した時，現実で観測される株式のリスクプレミアム (株
式の期待リターンと無リスクな金利の差) を今述べたようなモデルの上で説明するために
は，リスク態度に対するパラメータを非現実的な値としなければならない (消費者のリス
ク態度が通常考えられる程度からリスク回避的な方向へ大きく逸脱する)という現象であ
る．つまり，実際に観測される株式のリスクプレミアムは標準的な理論の上で妥当な株式
のリスクプレミアムに比べて高くなりすぎている，ということである．この現象を説明す
るために用いられるのが習慣形成である．具体的には以下のように定義される．

Ui(xi) =
S∑

s=1

ui(x
0
i , x

s
i )

ここで ui : (R
N ×RNの部分集合) → Rである．このように定式化すると uiが時点 0で

の消費 x0i の影響を受けるようになる．

4. ナイト流不確実性 (Knightian uncertainty)

近年，応用が進んでいる概念の一つとしてナイト流不確実性が知られている．(主観的)確
率を付与せずに不確実性を捉えようとする試みで，一例として次のような定式化がされる．

Ui(xi) = ui(x
0
i ) + δi min

s∈{1,··· ,S}
ui(x

s
i )

この場合の効用最大化とは最も悪い状態での効用水準をできるだけ高くすることである．

1Mehra and Prescott[1985]でその存在が提起される．
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5. 帰納的効用 (recursive utility)

株式プレミアムパズルを別の側面から捉えた「リスクフリーレートパズル」(risk-free rate

puzzle)を解決するためによく用いられるのが帰納的効用関数である．具体的には以下の
ように定式化される．N = 1として関数 ui : R+ → R, vi : R+ → Rを考える．ui, viは
厳密に単調増加かつ連続であるとする．よって逆関数 u−1

i , v−1
i が存在する．この時，効用

関数を以下のように置く．

Ui(xi) = ui(x
0
i ) + δiui

(
v−1
i

(
S∑

s=1

πs
i vi(x

s
i )

))

ここで v−1
i

(∑S
s=1 π

s
i vi(x

s
i )
)
は財ベクトル (x1i , · · · , xSi )の確実性等価 (certainty equiva-

lent)である2．

帰納的効用関数では uiが異時点間，viが状態間での配分の望ましさを決定することにな
り，効用関数の柔軟性が向上する．具体的に xi = x1i = · · · = xSi とすると

U(xi) = ui(x
0
i ) + δiui(xi)

である．つまり異時点間限界代替率 (Intertemporal Marginal Rate of Substitution : IMRS)

は uiによって決定され，viは将来の不確実性に対するリスク態度を決定する．ui = viな
らば Uiは期待効用関数である．

1.2 均衡概念

1.2.1 定義 (証券市場均衡 (Asset Market Equilibrium)) 直物市場における財の取引価格ベ
クトル p = (p0, p1, · · · , pS) ∈ RN(1+S)と証券価格ベクトル q = (q1, · · · , qJ) ∈ RJ，そして状態
依存財とポートフォリオ配分 ((x∗1, y

∗
1), · · · , (x∗I , y∗I )) ∈ (RN(1+S) ×RJ)I が証券市場均衡 (以下

AME)であるとは以下の 2条件を満たす時を言う．

1. 効用最大化
全ての i ∈ {1, · · · , I}について (x∗i , y

∗
i )は以下の最大化問題の解である．

max
(xi,yi)∈Xi×RJ

Ui(xi)

subject to p0 · x0i + q · yi ≤ p0i · e0i

全ての s ∈ {1, · · · , S}について ps · xsi ≤ psi · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

2. 需給均衡条件
((x∗1, y

∗
1), · · · , (x∗I , y∗I ))は以下を満たす．

I∑
i=1

x∗i =

I∑
i=1

ei,

I∑
i=1

y∗i = 0

2このような効用関数は Kreps–Porteus型効用関数と呼ばれるが，このノートでは 2期間モデルを考えているの
で Selden[1978]の表現に近い．
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時点 1において実現する状態は 1つだけなので価格 p1, · · · , pS は全ての消費者に共通の予想
と解釈される．また時点 1における取引は時点 0における予想であるが，需給均衡条件を満た
すことからどの状態が実現したとしても実行可能である．この直物市場の価格の性質を自己実
現的 (self-fullfilling)な価格予想と呼ぶ．
通常の純粋交換経済の均衡モデルにおいては，ワルラス法則と均衡価格の同次性が得られる．

AMEにおいてもワルラス法則が成立することは以下の命題によって示される．

1.2.2 命題 全ての i ∈ {1, · · · , I}について Uiが強単調3である時，以下が成立する．

1. 効用最大化解において全ての予算制約は等号で成立する．

2. (p, q)がAMEの均衡価格ならば，全ての s ∈ {0, 1, · · · , S}について ps ∈ RN
++である

4．

3. (p, q, ((x∗1, y
∗
1), · · · , (x∗I , y∗I )))が AMEである時，全ての n ∈ {1, · · · , N}について以下が

成立する．

I∑
i=1

x∗0in −
I∑

i=1

e0in =
1

p0n

−
∑
m̸=n

p0m

(
I∑

i=1

x∗0im −
I∑

i=1

e0im

)
−

J∑
j=1

qj

I∑
i=1

y∗ij


全ての s ∈ {1, · · · , S}について

I∑
i=1

x∗sin −
I∑

i=1

esin =
1

psn

−
∑
m̸=n

psm

(
I∑

i=1

x∗sim −
I∑

i=1

esim

)
+

J∑
j=1

rsj (p
s)

I∑
i=1

y∗ij



命題 1.2.2の証明 1. ((x∗1, y
∗
1), · · · , (x∗I , y∗I ))を効用最大化解とする．ここである i ∈ {1, · · · , I}

について p0 · x∗0i + q · y∗i < p0 · e0i であると仮定する．この時，α = p0 · (e0i − x∗0i )− q · y∗i > 0

である．よってある n ∈ {1, · · · , N}について

x̂0in :=

{
x∗0in + α/|p0n|, if p0n ̸= 0

x∗0in + α, otherwise

とし，新たな財配分 x̂0i = (x∗0i1 , · · · , x∗0i,n−1, x̂
0
in, x

∗0
i,n+1, · · · , x∗0iN )，x̂i = (x̂0i , x

∗1
i , · · · , x∗Si )を考え

れば，x̂iは予算制約を満たす．また効用関数の強単調性からUi(x̂i) > Ui(x
∗
i )となり，x∗i が効用

最大化解であることと矛盾．よって全ての i ∈ {1, · · · , I}について p0 · x∗0i + q · yi = p0 · e0i であ
る．またある i ∈ {1, · · · , I}とある s ∈ {1, · · · , S}について ps · x∗si < psi · esi +

∑J
j=1 y

∗
ijr

s
j (p

s)

ならば α =
∑J

j=1 y
∗
ijr

s
j (p

s) + ps · (esi − x∗si ) > 0となるために，先ほどと同様の方法で消費者 i

の効用を改善をさせるような財配分を構築できるために矛盾．以上より効用最大化解において
予算制約は全て等号で成立する．
2. (p, q, ((x∗1, y

∗
1), · · · , (x∗I , y∗I )))をAMEとする．この時，AMEの定義より ((x∗1, y

∗
1), · · · , (x∗I , y∗I ))

は予算制約式を満たす．よって p0 · x∗0i + q · y∗i ≤ p0 · e0i と全ての s ∈ {1, · · · , S} につい
て ps · x∗si ≤ psi · esi +

∑J
j=1 y

∗
ijr

s
j (p

s) が成立する．ここである n ∈ {1, · · · , N} について
p0n ≤ 0とすると，全ての i ∈ {1, · · · , I}と任意の正の実数 α ∈ R++ について新たな財配分
x̂0i = (x∗0i1 , · · · , x∗0i,n−1, x

∗0
in + α, x∗0i,n+1, · · · , x∗0iN )，x̂i = (x̂0i , x

∗1
i , · · · , x∗Si )を考えれば，x̂i は予

算制約を満たす．また効用関数の強単調性から Ui(x̂i) > Ui(x
∗
i )となり，x∗i が効用最大化解で

3x ∈ Xi, a ∈ R
N(1+S)
+ \ {0}, x+ a ∈ Xi ならば Ui(x) < Ui(x+ a)を満たすことを言う．

4(p, q)が均衡価格であるという条件を (p, q)の下での効用最大化解が存在するという条件に弱めても成立する．
また効用関数の強単調性は，少なくとも 1人の消費者について保証されていれば成立する．
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あることと矛盾．よって p0 ∈ RN
++ である．任意の s ∈ {1, · · · , S}の場合についても，ある

n ∈ {1, · · · , N}について psn ≤ 0ならば同様の方法で任意の消費者 iの効用を改善させるような
財配分を構築できるために矛盾．よって全ての s ∈ {0, 1, · · · , S}について ps ∈ RN

++である．
3. 1.より全ての i ∈ {1, · · · , I}について以下が成立する．

p0 · x0i +
J∑

i=1

qjyij = p0i · e0i , 全ての s ∈ {1, · · · , S}について ps · xsi = psi · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

全ての i = 1, · · · , I にわたって上の等式を足しあげると

p0 ·

(
I∑

i=1

x0i −
I∑

i=1

e0i

)
= −

I∑
i=1

J∑
i=1

qjyij = −
J∑

i=1

qj

I∑
i=1

yij

全ての s ∈ {1, · · · , S}について ps ·

(
I∑

i=1

xsi −
I∑

i=1

esi

)
=

I∑
i=1

J∑
j=1

yijr
s
j (p

s) =
J∑

j=1

rsj (p
s)

I∑
i=1

yij

となることから目的の等式が得られる． ///

命題 1.2.2から AMEにおいて標準的な仮定を置けばワルラス法則が成立することが分かる．
しかしながら均衡価格の同次性については必ずしもそうではない．
ここで任意の i ∈ {1, · · · , I}について効用最大化解が需要関数 x∗i (p, q), y

∗
i (p, q)で表せるとす

る．ある価格ベクトルが (p, q)で表されるAMEが命題 1.2.2の仮定を満たすならば，需給均衡
条件とワルラス法則により (p, q)についての連立方程式が (1+S)(N − 1)+J 個だけ存在するこ
とが分かる．しかしながら (p, q)の次元はN(1 + S) + J なので，未知数の数と方程式の数が一
致しない．この場合は未知数の数の方が方程式の数より多いため，一般に解は複数個存在する．
しかし，特定のケースにおいては未知数の数を減らすことができる．

• 時点 0において
p0 · x0i + q · yi ≤ p0 · e0i なので価格ベクトルが (p0, q)から，任意の α ∈ R++ について
(αp0, αq)としても予算制約の取る範囲は変わらない．特に p01 = 1としても一般性は失わ
れないことが分かる．

• 時点 1，状態 s ∈ {1, · · · , S}において
ps · xsi ≤ psi · esi +

∑J
j=1 yijr

s
j (p

s)なので，全ての j ∈ {1, · · · , J}について rsj (p
s)が psに

対し 1次同次であれば，価格ベクトルを psから，任意の α ∈ R++について αpsとしても
予算制約の取る範囲は変わらない．例えば実物資産などのペイオフは財価格に対しての 1

次同次性を保持する．しかしながら名目資産，オプション，社債等の証券のペイオフは財
価格に対しての 1次同次性を保持しない．

もし任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}についてある証券のペイオフが財価格に対しての 1次同次性を
保持しないのであれば，(未知数の数)− (式の数) = Sとなり，一般には無数の解が存在しうる．
この Sを解の自由度，均衡のmultiplicityと呼ぶ．
しかしある仮定を置けば未知数の数は (1 + S)(N − 1) + J とすることができる．第 3章で述
べる完備性の仮定がそのような仮定の 1つである．
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第2章 裁定取引と状態価格

この章では裁定取引と状態価格を定義し，裁定取引が存在しないことと状態価格が存在する
ことが同値であること (ファイナンスの基本定理)を示す．またこの定理を導くのに用いる補題
と，その双対的な関係にある結果について説明する．

2.1 定義

2.1.1 定義 (裁定取引 (arbitrage trading)) ポートフォリオ η := (η1, · · · , ηJ)⊤ ∈ RJ が価格
ベクトル (p, q)の下で裁定取引であるとは以下の 1 + S本の不等式

q · η ≤ 0

全ての s ∈ {1, · · · , S}について η · rs(ps) =
J∑

j=1

ηjr
s
j (p

s) ≥ 0

が成立し，少なくともこれらの不等式のうちの 1つは狭義の不等号で成立する時を言う．

定義 2.1.1は以下の 2条件の少なくともどちらか一方が必ず成立することと同値である．

1. q · η < 0ならば，全ての s ∈ {1, · · · , S}について η · rs(ps) ≥ 0

2. q · η ≤ 0ならば，全ての s ∈ {1, · · · , S}について η · rs(ps) ≥ 0かつ，ある s ∈ {1, · · · , S}
について η · rs(ps) > 0

条件 1は時点 0で売上を得て (q · η < 0)，時点 1で (ポートフォリオを組んだことによる)負
債を被ることがないという事を述べている．条件 2は時点 0で投資を必要とせず (q · η ≤ 0)，時
点 1で (ポートフォリオを組んだことによる)負債を被ることはなく，かつ少なくとも一つの状
態では厳密に正の利益を得られるという事を述べている．
定義からも分かるようにあるポートフォリオが裁定取引か否かは時点 0での財価格 p0とは無
関係である．また価格ベクトル (p, q)がAMEにおける価格ベクトルである必要もない．
次の命題から標準的な設定の下で，AMEにおいて裁定取引は存在しないことが示される．

2.1.2 命題 ある i ∈ {1, · · · , I}について Uiが強単調とする．この時，(p, q)が AMEにおける
均衡価格ならば，(p, q)の下での裁定取引は存在しない．

命題 2.1.2の証明 対偶

「(p, q)の下で裁定取引が存在するならば (p, q)はAMEにおける均衡価格ではない」

を示す．あるポートフォリオ η = (η1, · · · , ηJ)⊤ ∈ RJ が価格ベクトル (p, q)の下での裁定取引
であるとする．ここで行列Bを以下のように定義する．

B :=


−q1 · · · −qJ

r11(p
1) · · · r1J(p

1)
...

...

rS1 (p
S) · · · rSJ (p

S)

 =


−q⊤

r1(p1)⊤

...

rS(pS)⊤

 ∈ R(1+S)×J
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裁定取引の定義から

z := (z0, z1, · · · , zS)⊤ = Bη =


−q · η

r1(p1) · η
...

rS(pS) · η

 ∈ R1+S
+ \ {0}

であることが分かる．つまり任意の i ∈ {1, · · · , I} について，予算制約を満たすような配分
(xi, yi)に対し

p0 · x0i + q · (yi + η) ≤ p0 · e0i

ps · xsi ≤ ps · esi +
J∑

j=1

(yij + ηj)r
s
j (p

s), for all s ∈ {1, · · · , S}

が成立する．さらに zを用いて全ての s ∈ {0, 1, · · · , S}について次のような財ベクトルを定義
する．

ws =

(
zs/

N∑
n=1

psn

)
1N ∈ RN

+

ここで 1N はすべての要素が 1である N 次の実数ベクトルである．少なくとも 1人の消費者
の効用関数が強単調ならば ps ∈ R

N(1+S)
++ なので，このような wsは well-definedである．w =

(w0, w1, · · · , wS) ∈ R
N(1+S)
+ \{0}として，任意の正の実数α ∈ R++について配分 (xi+αw, yi+

αη)が予算制約を満たすかどうか確認する．
∑N

n=1 p
s
n = 0ならば ps · (αw) = 0なので自明．∑N

n=1 p
s
n ̸= 0である時，

p0 · (x0i + αw0) + q · (yi + αη) = p0 · x0i + q · yi + α(p0 · w0 + q · η)
= p0 · x0i + q · yi + α(z0 + q · η)
= p0 · x0i + q · yi
≤ p0 · e0i

ps · (xsi + αws)− rs(ps) · (yi + αη) = ps · xsi − rs(ps) · yi + α(ps · ws − rs(ps) · η)
= ps · xsi − rs(ps) · yi + α(zs − rs(ps) · η)
= ps · xsi − rs(ps) · yi
≤ ps · esi

が全ての i ∈ {1, · · · , I}について成立する．つまり (xi + αw, yi + αη)は予算制約を満たす．強
単調な Uiについてwの定義から Ui(xi + αw) > Ui(xi)であるので，(p, q)の下では強単調な効
用関数を持つ消費者 iについて効用最大化解が存在しない．よって (p, q)はAMEにおける均衡
価格ではない．したがって題意は示された． ///

命題 2.1.2は数理ファイナンスにおける無裁定価格と経済学的なAMEの均衡価格の橋渡しを
する．無裁定価格とは具体的には以下のような価格付けの原理になる．仮に証券A,B,Cが存在
したとして，証券B,Cの取引価格が既知であるとする．この時，全ての状態において証券Aと
同じペイオフを達成するようなポートフォリオを証券B,Cを用いて組成できるならば，そのよ
うなポートフォリオ組成にかかる費用が証券Aの取引価格と一致するようになる．この考え方
の背景にあるのが裁定取引の非存在である．事実，Aのペイオフを複製するポートフォリオの
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組成にかかる費用とAの取引価格が異なれば，裁定取引を容易に作ることができる．もし命題
2.1.2の要件が成立するならばAMEの均衡価格 (p, q)は裁定取引の存在を許さないので，(p, q)

の下での無裁定価格はAMEにおける均衡価格と矛盾しない．
命題 2.1.2で定義した行列 Bは後のファイナンスの基本定理を示すにあたっても非常に有用
な概念であるので覚えておきたい．
次に状態価格を定義する．

2.1.3 定義 (状態価格 (state price)) λ = (λ1, · · · , λS)⊤ ∈ RS
++が価格ベクトル (p, q)の下で

の状態価格ベクトル1であるとは，任意の j ∈ {1, · · · , J}について

qj =

S∑
s=1

λsrsj (p
s)

が成立することを言う．

状態 sの状態価格 λsは時点 1の状態 sにおいて 1単位の購買力を得るために必要な時点 0で
の費用と見なせる．つまり状態価格 λが存在し，かつその値が分かっているならば，任意のペ
イオフを持つ証券の取引価格が分かるようになる．また全ての状態 s ∈ {1, · · · , S}について λs

は証券 j ∈ {1, · · · , J}に依存しない．

2.2 ファイナンスの基本定理

証券の価格付けにおいて重要な定理が下記のファイナンスの基本定理となる．

2.2.1 定理 (ファイナンスの基本定理 (Fundamental Theorem of Finance)) (p, q)を任意
の価格ベクトルとする．この時，以下の 2条件は同値である．

1. (p, q)の下で裁定取引は存在しない．

2. (p, q)の下で状態価格が存在する．

(p, q)はAMEの均衡価格である必要はない．またファイナンスの基本定理は他の文献ではア
セットプライシングの第 1基本定理と呼ばれることもある．命題 2.1.2とファイナンスの基本定
理により，標準的な仮定を課せばAMEにおける状態価格は必ず存在することが言える．
定理の証明に入る前にファイナンスの基本定理について数学的な特徴付けを行おう．行列B

を命題 2.1.2で定義した行列とする．つまり

B :=


−q1 · · · −qJ

r11(p
1) · · · r1J(p

1)
...

...

rS1 (p
S) · · · rSJ (p

S)

 =


−q⊤

r1(p1)⊤

...

rS(pS)⊤

 ∈ R(1+S)×J

とする．ただし価格ベクトル (p, q)は必ずしもAMEの均衡価格である必要はない．
η ∈ RJ が裁定取引であることと Bη ∈ R1+S

+ \ {0}であることは同値である．これは命題
2.1.2の証明における議論からも明らかである．次に λ ∈ RS が状態価格ベクトルであることと
(1, λ⊤)B = 0であることは同値である．実際に計算すると

(1, λ⊤)B =

(
−q1 +

S∑
s=1

λsrs1(p
s), · · · ,−qJ +

S∑
s=1

λsrsJ(p
s)

)
1他に state price deflator, state price density, pricing kernelなどとも呼ばれる．
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となり確かに成立する．
よってファイナンスの基本定理における 2つの条件は以下のように書き換えられる．

1. Bη ∈ R1+S
+ \ {0}となるような η ∈ RJ が存在しない．

2. (1, λ⊤)B = 0となるような λ ∈ RS
++が存在する．

つまりこの 2条件の同値性を確かめられたならば，ファイナンスの基本定理が示せたことに
なる．さらにこの 2条件を以下のように書き換える．

1. Bη ∈ R1+S
+ \ {0}となるような η ∈ RJ が存在する．

2. (1, λ⊤)B = 0となるような λ ∈ RS
++が存在する．

このようにするとファイナンスの基本定理は条件 1,2のどちらか一方のみが成立することを要求
していることが分かる．よって，このような行列Bが持つ線形台数的な性質を示すことが，以
降の証明となる．
ここで条件 1,2は同時には成立しない事が示せる．仮に条件 1,2が同時に成立した場合，α =

Bη ∈ R1+S
+ \ {0} とおけば，

(1, λ⊤)Bη =

{
(1, λ⊤)α ∈ R++

0 · η = 0

が成立するので矛盾．よって条件 1,2が同時に成立することはない．
したがって条件 1が成立しなければ条件 2は必ず成立することを示せればよい．
このことを示すために必要な数学的ツールが分離定理である．

2.2.2 定理 (分離定理 (Separeting Theorem)) ZをRJ上の非空な凸部分集合とし，w ∈ RJ

とする．inf{∥w− z∥ | z ∈ Z} > 0ならば，ある η ∈ RJ と c ∈ Rが存在して，全ての z ∈ Zに
対し

η · z ≥ c > η · w

が成立する．

ここで inf{∥w − z∥ | z ∈ Z} > 0という条件は wが Z の境界上に存在することを排除するため
の条件である．

命題 2.2.2の証明 δ := inf{∥w − z∥ | z ∈ Z} > 0とおく．ここで全ての正の整数 nについ
て ∥w − zn∥ ≤ δ + 1/n であるような点列 (zn)

∞
n=1 ⊆ Z を取ることができる．もし (zn)

∞
n=1

のような点列を取ることができなければ，ある正の整数 nが存在し，全ての z ∈ Z について
∥w − z∥ > δ + 1/nとなり，δの定義より矛盾する．ここで (zn)

∞
n=1の定義から (zn)

∞
n=1 ⊆ {z ∈

Z | ∥w − z∥ ≤ δ + 1}であるので，(zn)
∞
n=1は実数空間上の有界な部分集合に含まれる点列とな

り，Bolzano–Weierstrassの定理から収束する部分列 (zn̂)を持つ2．(zn̂)の極限を z∗とすると，
(zn̂) ⊆ Z なので inf{∥z∗ − z∥ | z ∈ Z} = 0である．また，ノルムの連続性から

∥w − z∗∥ = lim
n̂→∞

∥w − zn̂∥ ≥ δ

なので ∥w − z∗∥ ≥ δ が言える3．
2より一般的に凸集合の性質と中線定理から点列 (zn)

∞
n=1 がコーシー列であることを示す方法もある．その場合

は実数空間に限らない，より一般のヒルベルト空間に対して分離定理が成立することを示せる．
3三角不等式を用いることで ∥w − z∗∥ = δ も言える．



2.2. ファイナンスの基本定理 19

ここで η := z∗ − w, c := η · z∗とする．もし ∥η∥ = 0ならば δ = 0となるので，∥η∥ > 0であ
る．つまり η ̸= 0である．この時，

η · w = η · (z∗ − η) = c− ∥η∥2 < c

なので η · w < cが成立する．
任意の z, zn̂ ∈ Zと t ∈ [0, 1]についてZの凸性から (1− t)zn̂ + tz ∈ Zである．また δの定義
から

∥(1− t)zn̂ + tz − w∥ ≥ δ

である．ノルムの連続性から n̂ → ∞とすると

∥(1− t)z∗ + tz − w∥ ≥ δ

が得られる．ここで関数 f : [0, 1] → R+を

f(t) := ∥(1− t)z∗ + tz − w∥2

と定義すると，任意の t ∈ [0, 1]のついて f(t) ≥ δ2かつ f(0) = ∥z∗−w∥2 = δ2 なので区間 [0, 1]

において t = 0で f(t)は最小値 δ2を取る．さらに

f(t) = ∥(1− t)z∗ + tz − w∥2

= ∥t(z − z∗) + z∗ − w∥2

= ∥(z − z∗)∥2t2 + 2(z − z∗) · (z∗ − w)t+ ∥z∗ − w∥2

f ′(0) = 2(z − z∗) · (z∗ − w)

= 2η · (z − z∗)

= 2(η · z − c)

であるが f は t = 0で最小値を取るので f ′(0) ≥ 0であり，よって η · z ≥ cが得られる．以上よ
り，全ての z ∈ Z について η · z ≥ c > η · wである． ///

ここで分離定理の幾何学的な意味を考えてみよう．証明中の定義をそのまま用いると c−η ·z =

(z∗ −w) · (z∗ − z) ≤ 0となる．つまり z∗ −wと z∗ − zの成す角は必ず 90度以上となることが
分かる．よって z∗ − wと直交し，z∗を通る直線を引いた時に，点 wと凸集合 Z がこの直線で
分離されることが分かる．z∗はwに最も近い，Zに含まれる点列の極限として表すことができ
る点であり，Z についての wの一意な4最良近似点と見なせる．また ηは点 wで凸集合 Z を支
持するようなベクトルとなる．

&%
'$

Z
z∗

�����

rw
η := z∗ − w

A
A
A
A
A
AU x (η · x = 0)

図 2.2.1: 分離定理の幾何学的意味

この分離定理を用いることで以下の命題 (Stiemkeの補題)を示すことができる．
4中線定理が成り立つユークリッドノルムなので，z∗ は一意であることが凸集合の性質と中線定理を用いて示す

ことができる．
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2.2.3 命題 任意の実数行列B ∈ Rn×mについて，以下の 2条件のうち一方のみが必ず成立する．

1. ある ζ ∈ Rn
++が存在し ζ⊤B = 0を満たす．

2. ある η ∈ Rmが存在しBη ∈ Rn
+ \ {0}を満たす．

命題 2.2.3の持つ幾何学的背景を考えよう．m = n = 2としてBの行ベクトルを b1, b2とする．
この時，Z = {ζ⊤B | ζ ∈ Rn

+}がどういう領域を取るかを考える．
・b1 = −b2である時
図 2.2.2の左側の図における点線部分が Z となる．ζ = (1, 1)⊤とすれば条件 1が満たされるこ
とはすぐに分かる．また Z が線形部分空間であることも自明である．
・任意の α ∈ Rについて b1 ̸= αb2である時
この時，b1と b2は線形独立である．Zの領域は図 2.2.2の右側の図における縦線部分が Zとな
る．b1と b2の線形独立性から条件 1は満たされない．またZが線形部分空間ではないことも分
かる．

r@
@

@I

@
@
@R

b1

b2

@@

@@

@@

@@ r������*

�
�
�
�
�
��

b1

b2

��
��

��
�
�

�
�

�
�

図 2.2.2: Bの行ベクトルが作る多面錐

つまり

「条件 1が成立することと {ζ⊤B | ζ ∈ Rn
+}が線形部分空間であることは同値」

という予想が立つ．事実，この予想は真であることを証明しよう．
Z = {ζ⊤B | ζ ∈ Rn

+}として，Zが線形部分空間とする．全ての要素が 1である n次の実数ベ
クトル 1n ∈ Rn

+について，1⊤nB ∈ Z である．Z が線形部分空間であることから−(1⊤nB) ∈ Z

でもある．よって，ある ζ ∈ Rn
+が存在し，−(1⊤nB) = ζ⊤Bである．すなわち，(ζ+1n)

⊤B = 0

かつ ζ + 1n ∈ Rn
++なので，条件 1が満たされる．

逆に条件 1が成立する時，ある ζ ∈ Rn
++ が ζ⊤B = 0を満たす．任意の α, β ∈ Rと任意の

x, y ∈ Rn
+についてα(x⊤B)+β(y⊤B) = (αx+βy)⊤Bを考えた時，任意の正の実数γ ∈ R++につ

いて (γζ)⊤B = 0であることから，十分大きな γを取れば (αx+βy)⊤B = (αx+βy+γζ)⊤B ∈ Z

とできる．よって Z は線形部分空間となる．
では命題 2.2.3の証明に入る．

命題 2.2.3の証明 条件 1,2が同時に成立することはない．なぜならば条件 1,2が同時に成立す
るとして条件 1を満たすベクトルを ζ ∈ Rn

++，条件 2を満たすベクトルを η ∈ Rmとすれば

ζ⊤Bη =

{
(ζ⊤B)η = 0 · η = 0

ζ⊤(Bη) = ζ · (Bη) > 0, なぜならば ζ ∈ Rn
++かつBη ∈ Rn

+ \ {0}

なので矛盾．よって条件 1,2が同時に成立することはない．したがって，条件 1が成立しない時
に条件 2が必ず成立することを確かめられれば，対偶の条件 2が成立しない時に条件 1が必ず



2.2. ファイナンスの基本定理 21

成立することも言えるので，条件 1,2が同時に成立することが無いことから条件 1,2のどちらか
一方のみが必ず成立することが言える．
Z := {ζ⊤B | ζ ∈ Rn

+}とする．全ての要素が1であるn次の実数ベクトルを1n = (1, · · · , 1)⊤ ∈
Rn

+とすれば 1⊤nB ∈ Z である．ここで条件 1が成立しないとすると，−1⊤nB /∈ Z である．仮
に −1⊤nB ∈ Z ならば，ある c ∈ Rn

+ が存在し，−1⊤nB = c⊤B であるので (c + 1n)
⊤B =

0, c + 1n ∈ Rn
++が成立するため矛盾する．また Z は多面錐なために閉凸集合であり，よって

inf{∥ − 1⊤nB − z∥ | z ∈ Z} > 0である．
したがって分離定理より，ある η ∈ Rmが存在して，任意の z ∈ Z に対して

η · z > η · (−1⊤nB)⊤

が成立する．また，Z は錐より任意の α ∈ R+について z ∈ Z ならば αz ∈ Z が言える．した
がって任意の正の実数 α ∈ R+に対し，内積の線形性から任意の z ∈ Z について，

α(η · z) > η · (−1⊤nB)⊤

が成立する．ここで η · z < 0ならば十分大きなα > 0に対してα(η · z) < η · (−1⊤nB)⊤なので不
適．よって η ·z ≥ 0．またBの第 i行ベクトルを b⊤i とすると，Zの定義より全ての i ∈ {1, · · · , n}
について b⊤i ∈ Z であるので η · bi ≥ 0が成立する．すなわちBη ∈ Rn

+である．また 1⊤nB ∈ Z

なので η · (1⊤nB)⊤ > η · (−1⊤nB)⊤より，η · (1⊤nB)⊤ = 1n · (Bη) > 0なのでBη ̸= 0である．す
なわちBη ∈ Rn

+ \ {0}が成立する．このことから ηが条件 2を満たすベクトルであるので題意
は示された． ///

この命題 2.2.3を用いることでファイナンスの基本定理を示すことができる．

定理 2.2.1の証明 任意の価格ベクトル (p, q)について行列Bを先ほど定義した

B =


−q1 · · · −qJ

r11(p
1) · · · r1J(p

1)
...

...

rS1 (p
S) · · · rSJ (p

S)

 =


−q⊤

r1(p1)⊤

...

rS(pS)⊤

 ∈ R(1+S)×J

とする．この時，ファイナンスの基本定理は

1. Bη ∈ R1+S
+ \ {0}となるような η ∈ RJ が存在しない．

2. (1, λ⊤)B = 0となるような λ ∈ RS
++が存在する．

の 2条件が同値であることに書き換えられる．ここで裁定取引が存在しない，つまり条件 1が
満たされ Bη ∈ R1+S

+ \ {0}となるような η ∈ RJ が存在しなければ，命題 2.2.3より，ある
ζ ∈ R1+S

++ が存在し ζ⊤B = 0を満たす．この ζ を ζ = (ζ0, ζ1, · · · , ζS)⊤とすれば ζ0 > 0より

λ :=

(
ζ1

ζ0
, · · · , ζ

S

ζ0

)⊤

∈ RS
++

が定義でき，
(1, λ⊤)B = 0

が成立する．よって λが状態価格となり，その存在が確かめられた． ///

次の命題が示すように，命題 2.2.3の条件 1を弱めることで，命題 2.2.3の条件 2に相当する
条件をより強くすることができる．
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2.2.4 命題 任意の実数行列B ∈ Rn×mについて，以下の 2条件のうち一方のみが必ず成立する．

1. ある ζ ∈ Rn
+ \ {0}が存在し ζ⊤B = 0を満たす．

2. ある η ∈ Rmが存在しBη ∈ Rn
++を満たす．

命題 2.2.4の証明 条件 1,2が同時に成立することはない．仮に条件 1,2が同時に成立するとし
て条件 1を満たすベクトルを ζ ∈ Rn

+ \ {0}，条件 2を満たすベクトルを η ∈ Rmとすれば

ζ⊤Bη =

{
(ζ⊤B)η = 0 · η = 0

ζ⊤(Bη) = ζ · (Bη) > 0, なぜならば ζ ∈ Rn
+ \ {0}かつBη ∈ Rn

++

となり矛盾．したがって条件 1が成立しなければ，条件 2は必ず成立することを示すことがで
きれば題意を示したこととなる．
ここで，Bの第 i行ベクトルを b⊤i として以下の行列と集合を考える．

B̃ :=

 b⊤1 1
...

...

b⊤n 1

 =
(

B 1n

)
∈ Rn×(m+1)

Z̃ := {ζ⊤B̃ | ζ ∈ Rn
+}

1nはすべての要素が 1である n次の実数ベクトルである．
まず，条件 1が成立することとある c ∈ R++が存在し (0⊤m, c) ∈ Z̃ であることが同値である
ことを示す．0mはすべての要素が 0であるm次の実数ベクトルである．条件 1が成立する時，
ある ζ = (ζ1, · · · , ζn)⊤ ∈ Rn

+ \ {0}が存在し，ζ⊤B = 0である．このような ζ に対して

ζ⊤B̃ = (ζ⊤B, ζ · 1n) = (0⊤m,

n∑
i=1

ζi)

が成立する．ここで c :=
∑n

i=1 ζi > 0とすれば，ある c ∈ R++が存在し (0⊤m, c) ∈ Z̃であること
が示される．逆にある c ∈ R++が存在し (0⊤m, c) ∈ Z̃ であれば，ある ζ = (ζ1, · · · , ζn)⊤ ∈ Rn

+

が存在し，

(0⊤m, c) = ζ⊤B̃ = (ζ⊤B,

n∑
i=1

ζi)

であることが言える．つまり ζ⊤B = 0かつ
∑n

i=1 ζi = c > 0である．
∑n

i=1 ζi > 0より ζ ̸= 0で
あるので ζ ∈ Rn

+ \ {0}となり ζが条件 1を満たすベクトルとなる．よって条件 1が成立するこ
との同値条件がある c ∈ R++が存在し (0⊤m, c) ∈ Z̃ であることが示された．
つまり条件 1が成立しないならば，全ての c ∈ R++について (0⊤m, c) /∈ Z̃ であることが分か
る．よって条件 1が成立しないとして，1 ∈ R++について (0⊤m, 1) /∈ Z̃ である．また，Z̃ は多
面錐であり，閉凸集合であるので，inf{∥(0⊤m, c)⊤ − z∥ | z ∈ Z̃} > 0である．そうでなければ，
ある ζ ∈ Rn

+ について ζ⊤B = 0かつ 1 −
∑n

i=1 ζi = 0となる．条件 1を満たさないことから
ζ⊤B = 0となるのは ζ = 0の時に限るが，その時は 1−

∑n
i=1 ζi > 0となり矛盾する．

分離定理を適用する条件が揃ったので，分離定理よりある η̃ = (η1, · · · , ηm, ηm+1)
⊤ ∈ Rm+1

が存在し，
η̃ · z̃ > (0⊤m, 1)⊤ · η̃ = ηm+1, for all z̃ ∈ Z̃

が示される．
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また任意の l ∈ {1, · · · , n}について第 l 要素のみが 1でほかの要素がすべて 0である n次
の実数ベクトルを 1n,l ∈ Rn

+ とすると 1⊤n,lB̃ ∈ Z̃ である．ここで 1⊤n,lB̃ = (b⊤l , 1) なので，
η = (η1, · · · , ηm)⊤ ∈ Rmとすれば

(1⊤n,lB̃)⊤ · η̃ = (b⊤l , 1)
⊤ · η̃ = bl · η + ηm+1 > ηm+1

となる．よって任意の l ∈ {1, · · · , n}について bl · η > 0であるのでBη ∈ Rn
++となる．この η

が条件 2を満たすベクトルなので題意は示された． ///

命題 2.2.4は以下のように幾何学的に解釈できる．条件 2はある η ∈ RnについてBη ∈ Rm
++

であるので，ηとBの全ての行ベクトルの内積が厳密に正であることを主張する．よって条件
2が成立するならばBの全ての行ベクトルと鋭角を成すベクトル ηを見つけることができ，そ
れはすなわちBの全ての行ベクトルにより作られる凸多面錐に含まれる全てのベクトルと鋭角
を成す ηが存在することに等しい．図 2.2.3の左側の図が条件 2が成立する場合の一例である．
条件 1が成立するということはBの全ての行ベクトルが成す凸多面錐は必ず直線を含むとい
うことを示している．より具体的な例で考えよう．m = 2, n = 3としてBの行ベクトルをそれ
ぞれ b⊤1 , b

⊤
2 , b

⊤
3 とする．そして Z := {ζ⊤B | ζ ∈ Rn

+}とおく．この時，b1 = −b2 とすれば図
2.2.3の右側の図のような図が描ける．図 2.2.3の右側の図の縦線部分が Zの領域であるが確か
に直線を含んでいる．またこの時，ζ = (1, 1, 0)⊤ ∈ Rn

+ \ {0}とすれば ζ⊤B = 0であることも
分かる．つまり条件 1が成立している．
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図 2.2.3: Bの行ベクトルが作る多面錐

よって，条件 1が成立することと {ζ⊤B | ζ ∈ Rn
+}が直線を含むことが同値であると予想でき

る．このことを以下で示す．ただし，Bの全ての行ベクトルが 0ベクトルでないとする．条件 1

が成立するとする．この時，ある ζ ∈ Rn
+ \{0}が存在し，ζ⊤B = 0である．ここで ζ ∈ Rn

+ \{0}
なので ζ のうち 0でない要素が必ず一つ以上存在する．つまり ζ のうち 0でない要素の添え字
全てからなる集合を N̂ とすれば N̂ ̸= ∅である．また

ζ⊤B =
∑
i∈N̂

ζib
⊤
i = 0

が成立する．
ここで N̂ の要素数をN とし，{bi | i ∈ N̂}に含まれる有限個の行ベクトルを添え字の被りが
ないように並べることで作られる行列を B ∈ RN×mとする．このような行列 Bに対し，ある
ζ ∈ RN

++が存在して ζ⊤B = 0であることは先ほどの議論から分かる．この条件は命題 2.2.3の
条件 1と一致するので，集合 {ζ⊤B | ζ ∈ RN

+ }は線形部分空間であることも言える．また

{ζ⊤B | ζ ∈ RN
+ } ⊆ {ζ⊤B | ζ ∈ Rn

+}

なのでBの行ベクトルから作られる多面錐 {ζ⊤B | ζ ∈ Rn
+}もまた直線を含む．
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逆に {ζ⊤B | ζ ∈ Rn
+} が直線を含む時，ある x ∈ {ζ⊤B | ζ ∈ Rn

+}, x ̸= 0 について，
−x ∈ {ζ⊤B | ζ ∈ Rn

+}が成立する．したがって x = ζ̂⊤B,−x = ζ̃⊤B である ζ̂, ζ̃ ∈ Rn
+ が

存在し，0 = x−x = (ζ̂+ ζ̃)⊤Bである．ここで ζ = ζ̂+ ζ̃とする．この時，ζ = 0ならば ζ̂ = −ζ̃

であるが，ζ̂, ζ̃ ∈ Rn
+なので ζ̂ = ζ̃ = 0でなくてはならない．この時，定義より x = −x = 0と

なり矛盾．したがって ζ ̸= 0であり ζ ∈ Rn
+ \ {0}であるので ζ が条件 1を満たすベクトルと

なる．
以上より命題 2.2.4の条件 1と Bの行ベクトルから作られる凸多面錐が直線を含むことの同
値性が示された．
また，命題 2.2.3と命題 2.2.4は以下の命題で表されるような双対関係にあることが分かる．
ここで任意の行列BについてBの全ての列ベクトルによって張られる空間を列空間Col Bと
し，ある線形部分空間Xに所属する全てのベクトルと直交するベクトル全てからなる空間を直
交補空間X⊥として表す．

2.2.5 命題 任意の行列B1 ∈ Rn×m1，B2 ∈ Rn×m2 について，Col B1と Col B2が互いに直交
補空間，つまり Col B1 = (Col B2)

⊥かつ Col B2 = (Col B1)
⊥であれば次の 2つが成り立つ．

1. B1が命題 2.2.3の条件 1を満たすこととB2が命題 2.2.4の条件 2を満たすことは同値．

2. B1が命題 2.2.3の条件 2を満たすこととB2が命題 2.2.4の条件 1を満たすことは同値．

命題2.2.5の証明まず 1を示す．B1が命題 2.2.3の条件 1を満たすということは，ある ζ ∈ Rn
++

が存在し，ζ⊤B1 = 0であるということである．つまり任意の η ∈ Rm1 について，ζ⊤B1η =

ζ · (B1η) = 0を満たす ζ ∈ Rn
++が必ず存在するという事である．よって命題 2.2.3の条件 1を

満たすこととRn
++ ∩ (Col B1)

⊥ ̸= ∅は同値である．Col B2 = (Col B1)
⊥ なので，この条件

はRn
++ ∩ Col B2 ̸= ∅と書き換えられる．Rn

++ ∩ Col B2 ̸= ∅であることは，あるベクトル
η ∈ Rm2 が存在してB2η ∈ Rn

++であることと同値であり，この条件はまさに命題 2.2.4の条件
2なのでこの命題の 1は示された．
次に 2を示す．B2が命題 2.2.4の条件 1を満たすということは，ある ζ ∈ Rn

+ \ {0}が存在し，
ζ⊤B2 = 0であるということである．つまり任意の η ∈ Rm2 について，ζ⊤B2η = ζ · (B2η) = 0

を満たす ζ ∈ Rn
+ \ {0}が必ず存在するという事である．よって命題 2.2.4の条件 1を満たすこ

とと (Rn
+ \ {0}) ∩ (Col B2)

⊥ ̸= ∅は同値である．Col B1 = (Col B2)
⊥ なので，この条件は

(Rn
+ \ {0}) ∩ Col B1 ̸= ∅と書き換えられる．(Rn

+ \ {0}) ∩ Col B1 ̸= ∅であることは，あるベ
クトル η ∈ Rm1 が存在してB1η ∈ Rn

+ \ {0}であることと同値であり，この条件はまさに命題
2.2.3の条件 2なのでこの命題の 2は示された． ///

命題 2.2.3と命題 2.2.4を見比べると一方の条件 1と他方の条件 1，そして一方の条件 2と他
方の条件 2が対応しているように思われるが，命題 2.2.5によれば一方の条件 1と他方の条件 2

が対応していることが分かる．
また Col B = (Col B1)

⊥となるように行列B1を選べば，命題 2.2.3と命題 2.2.5を適用する
ことで，Bについての命題 2.2.4が得られる．逆にCol B = (Col B2)

⊥となるように行列B2を
選べば，命題 2.2.4と命題 2.2.5を適用することで，Bについての命題 2.2.3が得られる．
Rnは有限次元なのでこのような行列B1, B2は必ず存在する．
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この章では市場の完備性を定義し，証券市場がこの性質を満たすならば，競争均衡は時点や
状態を超えて自由に状態依存財を取引できるモデルの均衡 (Arrow-Debreu均衡)と一致するこ
とを示す．経済学の多くの命題は厚生分析と資産価格のどちらか一方に関する結果であること
が多いが，完備市場の分析では両方について意味のある結果が得られることが多い．

3.1 定義

3.1.1 定義 (完備 (complete)) p ∈ RN(1+S)を価格ベクトルとする．次の条件が成立する時，
市場は pの下で完備であると言う．任意の消費者 i ∈ {1, · · · , I}の任意の消費 xi ∈ Xiに対し，
あるポートフォリオ yi ∈ RJ が存在して，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}に対し

ps · xsi = ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s) (3.1)

が成立する．

市場が完備であるということは，全ての状態においてどのような消費であっても，証券の取
引を通して各状態で得られる購買力を操作することで，その消費に必要な資金 (超過需要の価値
額)を過不足なく調達できるということである．完備性の条件は時点 0での予算制約には依存し
ていないので，(3.1)を満たすポートフォリオを組成するのにどれだけの費用が必要かというこ
とについての条件は課されていない．
また，(3.1)は等号で成立していることにも注意したい．実際に第 1章で述べたような安全資
産が存在すれば，任意の消費 xiを達成するのに必要な資金を全ての状態において供給するポー
トフォリオを作ることはできる．しかし，その場合では一般には (3.1)は等号では成立せず，厳
密な不等号が成立することもある．このような場合では誘因両立性 (incentive compatibility)を
満たさない方法で xiを消費するのに必要な購買力が賄われることを許容しているために1，均
衡分析を行う上で適切ではない定義となる．
更に，定義 3.1.1におけるポートフォリオ yiは負の量の証券を保有することを許容している．
つまり空売り制約がかかっていない．実際に空売り制約が無い場合に市場が完備であっても，空
売り制約が存在すると市場が完備でなくなる場合もある．同様に取引費用 (transaction cost)や
限定的参加 (restricted participation)等の制約も存在しない理想的な市場を想定している．
ある価格の下で完備性が満たされているならば，任意の資源制約を満たす財配分の時点 1で
の任意の状態の超過需要の価値額を過不足なく賄うようなポートフォリオを資源制約を満たす
ように取ることができる．

3.1.2 補題 配分 (x1, · · · , xI)が
∑I

i=1 xi =
∑I

i=1 eiを満たしているとする．この時，価格 pの
下で市場が完備ならば，任意の i ∈ {1, · · · , I}について (3.1)が成立し

∑I
i=1 yi = 0となるよう

なポートフォリオ yi ∈ RJ , i = 1, · · · , I が存在する．
1つまり xi を消費するために必要な資金より多く購買力を供給するポートフォリオを組成してもよいということ．
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補題 3.1.2の証明 価格 pの下で市場は完備なので，任意の i ∈ {2, · · · , I}に対し，ポートフォ
リオ yi ∈ RJ を任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について (3.1)を満たすようにとれる．ここで

y1 := −
I∑

i=2

yi

とおく．この時，
∑I

i=1 yi = 0なので，このy1が (3.1)を満たせばよい．任意の状態s ∈ {1, · · · , S}
について，配分 (x1, · · · , xI)が資源制約を満たすことより xs1 − es1 = −

∑I
i=2(x

s
i − esi )なので，

ps · (xs1 − es1) = ps ·

(
−

I∑
i=2

(xsi − esi )

)
= −

I∑
i=2

ps · (xsi − esi )

= −
I∑

i=2

 J∑
j=1

yijr
s
j (p

s)

 =

J∑
j=1

(
−

I∑
i=2

yij

)
rsj (p

s)

=
J∑

j=1

y1jr
s
j (p

s)

となり，確かに (3.1)が成立する． ///

以下の行列を定義する．

R(p) :=

 r11(p
1) · · · r1J(p

1)
...

...

rS1 (p
S) · · · rSJ (p

S)

 ∈ RS×J

補題3.1.2の証明のようにy1の選び方を工夫する必要があるのは，R(p)の列ベクトルの中で一次従
属な組み合わせがある時である．R(p)の全ての列ベクトルが一次独立であり，

∑I
i=1 xi =

∑I
i=1 ei

を満たす配分 (x1, · · · , xI)に対し，全ての i ∈ {1, · · · , I}についてポートフォリオ yiが (3.1)を
満たすならば，

R(p)

(
I∑

i=1

yi

)
=


∑J

j=1 r
1
j (p

1)
(∑I

i=1 yij

)
...∑J

j=1 r
S
j (p

S)
(∑I

i=1 yij

)
 =


∑I

i=1

(∑J
j=1 yijr

1
j (p

1)
)

...∑I
i=1

(∑J
j=1 yijr

S
j (p

S)
)


=


∑I

i=1 p
1 · (x1i − e1i )
...∑I

i=1 p
S · (xSi − eSi )

 =


p1 ·

(∑I
i=1(x

1
i − e1i )

)
...

pS ·
(∑I

i=1(x
S
i − eSi )

)
 = 0

なので，
∑I

i=1 yi = 0でなくてはならない2．
R(p)がある性質を満たすならば，市場が完備であることが言える．

3.1.3 命題 rank R(p) = Sならば pの下で市場は完備である．

2全ての状態においてペイオフが他の証券のペイオフの一次結合で表されるような証券のことを redundantな証
券という．R(p)の全ての列ベクトルが一次独立ならば redundantな証券は存在しないことが分かる．
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命題 3.1.3の証明 rank R(p) = Sより Col R(p) = RS である．よって任意の i ∈ {1, · · · , I}に
対し，任意の xi ∈ Xiについて p1 · (x1i − e1i )

...

pS · (xSi − eSi )

 =


∑J

j=1 yijr
1
j (p

1)
...∑J

j=1 yijr
S
j (p

S)

 = R(p)yi

を満たす yi ∈ RJ は必ず存在する．したがって任意の s ∈ {1, · · · , S}について (3.1)が満たされ
るので市場は pの下で完備である． ///

一般に rank R(p) ≤ min{S, J}であるので，命題 3.1.3の条件を満たすには S ≤ Jでなくては
ならない．これは少なくとも状態の数と同数の証券が存在するということを意味している．し
かしながら状態の数以上の証券が存在したとしても，それは rank R(p) = Sである必要条件で
しかないので rank R(p) = Sであることは保証されない．
一般に命題3.1.3の逆は成立しない．例えば，任意の消費者 iについてその消費集合がXi = {ei}
と，自身の初期保有量以外の消費を許容しない場合や，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について財
価格ベクトルが ps = 0である場合はR(p)のランクに関係なく，市場は完備である．ただし，次
のような標準的な仮定の下では逆も成立する．

3.1.4 命題 任意の消費者 i ∈ {1, · · · , I}について Xi = R
N(1+S)
+ であり，財価格ベクトルが

p ∈ R
N(1+S)
++ であるとする．この時，価格 pの下で市場が完備ならば rank R(p) = Sである．

命題 3.1.4の証明 任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について (1/ps1, 0, · · · , 0)⊤ ∈ RN
+ とおく．p ∈

R
N(1+S)
++ より (1/ps1, 0, · · · , 0)⊤はwell-definedである．ここで任意の i ∈ {1, · · · , I}に対し，任
意の s ∈ {1, · · · , S}について以下を定義する．

x̂si := (1/ps1, 0, · · · , 0)⊤ + esi ∈ RN
+

この時，価格 pの下での状態 sにおける x̂si の超過需要の価値額は ps · (x̂si −esi ) = 1 となる．よっ
て任意の ŝ ∈ {1, · · · , S}について次のような財ベクトル

xsi (ŝ) :=

{
x̂si , if s = ŝ

ei, otherwise

を定義し，任意の x0i ∈ RN
+ について xi(ŝ) := (x0i , x

1
i (ŝ), · · · , xSi (ŝ))⊤とすれば，xi(ŝ) ∈ Xi =

R
N(1+S)
+ である．また p1 · (x1i (ŝ)− e1i )

...

pS · (xSi (ŝ)− eSi )

 = (0, · · · , 0, 1︸︷︷︸
ŝ

, 0, · · · , 0)⊤ =: vŝ

となる．つまり xi(ŝ)の各状態での超過需要の価値額は ŝ番目の要素のみが 1で他の要素がすべ
て 0である S次のベクトルで表される．この vŝを達成するような xi(ŝ)を全ての ŝ ∈ {1, · · · , S}
で取ることができ，またベクトルの組 {v1, · · · , vS}はRSの標準基底である．更に，pの下での
市場の完備性から任意の ŝ ∈ {1, · · · , S}に対応する配分 xi(ŝ)について，(3.1)を満たすような
yi ∈ RJ を取ることができるので，{v1, · · · , vS} ⊆ Col R(p)である．よって rank R(p) ≥ Sで
あるが，一般に rank R(p) ≤ Sなので rank R(p) = Sである． ///

命題 3.1.4の条件を仮定するようなモデルでは，完備性の定義を rank R(p) = Sで与えること
も多い．
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3.2 Arrow-Debreu均衡

3.2.1 定義 (Arrow-Debreu均衡 (Arrow-Debreu Equilibrium)) 財価格ベクトルp ∈ RN(1+S)

と財配分 (x∗1, · · · , x∗I)が次の条件を満たす時，(p, (x∗1, · · · , x∗I))をArrow-Debreu均衡 (以下
ADE)であると言う．

1. 効用最大化
全ての i ∈ {1, · · · , I}について x∗i は以下の最大化問題の解である．

max
xi∈Xi

Ui(xi)

subject to p · xi ≤ p · ei

2. 需給均衡条件
(x∗1, · · · , x∗I)は以下を満たす．

I∑
i=1

x∗i =

I∑
i=1

ei

ADEでは全ての時点，状態の状態依存財の売買が時点 0において可能であるような経済の均
衡として定義される．その意味では非現実的な仮定を置いたモデルであると見なされることも
ある．しかしながら，最も単純な純粋交換経済と同一のフレームワークを持つために，厚生経
済学の基本定理や均衡の存在とその正則性などについては通常の一般均衡理論の結果をそのま
ま適用できるという利点が存在する．このことからADEは証券市場の分析におけるベンチマー
クとして用いられる．
以下の定理 3.2.2と定理 3.2.3によって市場の完備性と追加的な仮定の下で ADEと AMEは
同一視できることが分かる．

3.2.2 定理 ある消費者 iについてUiが強単調であるとし，AMEを (p, q, ((x∗1, y
∗
1), · · · , (x∗I , y∗I )))

とする．価格 pの下で市場が完備ならば，ある λ = (λ1, · · · , λS)⊤ ∈ RS
++が存在して

((p0, λ1p1, · · · , λSpS), (x∗1, · · · , x∗I))はADEである．

定理 3.2.2の証明 (x∗1, · · · , x∗I)がADEの需給均衡条件を満たすことはAMEの需給均衡条件か
ら明らかである．よってある λ = (λ1, · · · , λS)⊤ ∈ RS

++が存在し，任意の i ∈ {1, · · · , I}につい
て価格 (p0, λ1p1, · · · , λSpS)の下で x∗i がADEの効用最大化問題の解であることを示せばよい．
ある iについて Uiが強単調であることより，命題 2.1.2から裁定取引は存在しない．よって

ファイナンスの基本定理より状態価格 λ = (λ1, · · · , λS)⊤ ∈ RS
++ が存在する．この λを上記の

スポット価格の係数となるベクトルとして用いる．ここで任意の i ∈ {1, · · · , I}について x∗i が
ADEの効用最大化問題の解であることを示すには，以下の 2条件が成立することを示せば十分
である．

1. x∗i はADEの予算制約集合に含まれる．

2. ADEの予算制約集合はAMEの予算制約集合の部分集合である．

条件 1が成立するならば，ADEにおける効用最大化解が達成する効用水準はAMEにおける効
用最大化解 x∗i が達成する効用水準以上であることが言える．条件 2が成立するならば，ADE

における効用最大化解が達成する効用水準はAMEにおける効用最大化解 x∗i が達成する効用水
準以下である．この 2条件が共に成立するならばAMEの効用最大化解とADEの効用最大化解
は一致することが言える．
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まず条件 1について p̂ := (p0, λ1p1, · · · , λSpS)の下で x∗i が ADEの予算制約を満たすことを
確認する．x∗i がAMEの予算制約を満たすことに注意すれば

p̂ · (x∗i − ei) = p0 · (x∗0i − e0i ) +

S∑
s=1

λsps · (x∗si − esi )

≤ −q · y∗i +
S∑

s=1

λs
J∑

j=1

y∗ijr
s
j (p

s) = −q · y∗i +
J∑

j=1

y∗ij

S∑
s=1

λsrsj (p
s)

= −q · y∗i +
J∑

j=1

y∗ijqj = 0

となるので x∗i はADEの予算制約を満たす．よって条件 1が確かめられた．
次に条件 2が成立することを示す．任意のADEの予算制約集合に含まれる xiについて証券
市場は価格 pの下で完備であることから，あるポートフォリオ yi ∈ RJ が存在し (3.1)を満た
す．つまり xiは時点 1でのAMEにおける予算制約を満たす．次に配分とこのようにして選ん
だポートフォリオの組 (xi, yi)が時点 0でのAMEにおける予算制約を満たすことを示す．xiは
ADEの予算制約を満たすので

p0 · (x0i − e0i ) ≤ −
S∑

s=1

λsps · (xsi − esi ) = −
S∑

s=1

λs
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s) ((3.1)より)

= −
J∑

j=1

yij

S∑
s=1

λsrsj (p
s) = −

J∑
j=1

yijqj

となるので (xi, yi)は時点 0での AMEにおける予算制約も満たす．したがって ADEの予算制
約集合はAMEの予算制約集合の部分集合であり，条件 2が成立することが確かめられた．
以上より x∗i は価格 (p0, λ1p1, · · · , λSpS)の下でのADEの効用最大化解である．
よって ((p0, λ1p1, · · · , λSpS), (x∗1, · · · , x∗I))はADEであることが示された． ///

定理 3.2.2から確認できるように，AMEにおける消費財の均衡スポット価格 pに対し，状態
価格 λを掛けると，ADEの均衡状態依存財価格が得られる．注意したいのが任意の状態におい
て，財の物理的な違いに関わらず，均衡スポット価格にその状態に対応した状態価格が掛けら
れていることである．

3.2.3 定理 (p, (x∗1, · · · , x∗I))を ADEとする．この時，価格 pの下で市場が完備ならば，ある
q ∈ RJ と (y∗1, · · · , y∗I ) ∈ RJ × · · · × RJ が存在し，(p, q, ((x∗1, y

∗
1), · · · , (x∗I , y∗I )))は AMEで

ある．

定理 3.2.3の証明価格 pの下で市場は完備であるので，補題 3.1.2により，任意の i ∈ {1, · · · , I}
についてある y∗i ∈ RJ が (3.1)を満たすように存在し，かつ

I∑
i=1

y∗i = 0 (3.2)

を満たす．(3.2)と (x∗1, · · · , x∗I)がADEにおける財配分であることから，((x∗1, y
∗
1), · · · , (x∗I , y∗I ))

はAMEにおける需給均衡条件を満たす．
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ここで任意の j ∈ {1, · · · , J}について

qj :=

S∑
s=1

rsj (p
s) (3.3)

とする．任意の i ∈ {1, · · · , I}について (x∗i , y
∗
i )がAMEの効用最大化問題の解であることを示

すには，以下の 2条件が成立することを示せば十分である．

1. (x∗i , y
∗
i )がAMEの予算制約集合に含まれる．

2. AMEの予算制約集合がADEの予算制約集合の部分集合である．

条件 1について x∗i がADEにおける財配分であることから

p0 · (x∗0i − e0i ) ≤ −
S∑

s=1

ps · (x∗si − esi ) = −
S∑

s=1

J∑
j=1

y∗ijr
s
j (p

s) ((3.1)より)

= −
J∑

j=1

y∗ij

S∑
s=1

rsj (p
s) = −

J∑
j=1

y∗ijqj ((3.3)より)

となるので時点 0での AMEの予算制約を満たすことが分かる．また式 (3.1)より時点 1での
全ての状態の AMEの予算制約もまた満たされるので，(x∗i , y

∗
i )は AMEの予算制約を満たす．

よって条件 1が成立することが確かめられた．
条件 2について任意のAMEの予算制約を満たす (xi, yi)に対し，

p · (xi − ei) = p0 · (x0i − e0i ) +

S∑
s=1

ps · (xsi − esi )

≤ −
J∑

j=1

yijqj +
S∑

s=1

J∑
j=1

yijr
s
j (p

s) = −
J∑

j=1

yijqj +
J∑

j=1

yij

S∑
s=1

rsj (p
s)

= −
J∑

j=1

yijqj +

J∑
j=1

yijqj = 0

となるのでAMEの予算制約集合はADEの予算制約集合の部分集合である．よって条件 2が成
立することが確かめられた．
以上より任意の i ∈ {1, · · · , I}について (x∗i , y

∗
i )はAMEの効用最大化問題の解である．

したがって (p, q, ((x∗1, y
∗
1), · · · , (x∗I , y∗I )))はAMEである． ///

ある ADEが存在し，その均衡価格の下で市場が完備ならば，定理 3.2.3により，その ADE

の均衡財配分を実現するような AMEが存在する．このようにして得られた AMEに対して定
理 3.2.2を適用すれば，λ1 = · · · = λS = 1が成立する．
定理 3.2.3について，任意の j ∈ {1, · · · , J}, s ∈ {1, · · · , S}について証券ペイオフ rsj (p

s)が
財価格 psについて 1次同次ならば，以下のような一般化した結論を得ることができる．
任意の正のベクトルを λ := (λ1, · · · , λS)⊤ ∈ RS

++とする．また任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}に
ついて p̂s := (λs)−1psと置く．まとめて p̂ := (p0, p̂1, · · · , p̂S)とする．任意の i ∈ {1, · · · , I}に
ついて，市場の完備性より価格 pについて (3.1)を満たすポートフォリオ y∗i ∈ RJ が存在する．
補題 3.1.2より

∑I
i=1 y

∗
i = 0としてよい．ここで任意の j ∈ {1, · · · , J}について以下のように証

券価格を定義する．

qj :=

S∑
s=1

λsrsj (p̂
s)
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任意の i ∈ {1, · · · , I}について (3.1)とペイオフの 1次同次性より

λs(p̂s · (x∗si − esi )) = ps · (x∗si − esi ) =
J∑

j=1

y∗ijr
s
j (p

s) =
J∑

j=1

y∗ijr
s
j (λ

sp̂s) = λs
J∑

j=1

y∗ijr
s
j (p̂

s)

が任意の s ∈ {1, · · · , S}について得られる3．λsで両辺を割れば，(x∗i , y
∗
i )は価格 (p̂, q)の下で

の時点 1でのAMEの予算制約を満たすことが分かる．また

p0 · (x∗0i − e0i ) ≤ −
S∑

s=1

ps · (x∗si − esi ) = −
S∑

s=1

J∑
j=1

y∗ijr
s
j (p

s) ((3.1)より)

= −
J∑

j=1

y∗ij

S∑
s=1

rsj (λ
sp̂s) = −

J∑
j=1

y∗ij

S∑
s=1

λsrsj (p̂
s) (1次同次性より)

= −
J∑

j=1

y∗ijqj

となるので価格 (p̂, q)の下での時点 0での予算制約もまた満たす．つまり (x∗i , y
∗
i )は価格 (p̂, q)

の下でのAMEの予算制約集合に含まれることが言える．
価格 (p̂, q)の下でのAMEの予算制約集合に含まれる任意の (xi, yi)について，

p · (xi − ei) = p0 · (x0i − e0i ) +

S∑
s=1

ps · (xsi − esi ) = p0 · (x0i − e0i ) +

S∑
s=1

λsp̂s · (xsi − esi )

≤
J∑

j=1

yijqj +

S∑
s=1

λs
J∑

j=1

yijr
s
j (p̂

s) =

J∑
j=1

yijqj +

J∑
j=1

yij

S∑
s=1

λsrsj (p̂
s) = 0

が得られるので価格 (p̂, q)の下での AMEの予算制約集合は ADEの下での予算制約集合の部
分集合である．需給均衡条件については自明なので，(p̂, q, ((x∗1, y

∗
1), · · · , (x∗I , y∗I )))は AMEと

なる．
このAMEから元のADEを得るには，定理3.2.2より，ADEの均衡価格を (p0, λ1p̂1, · · · , λS p̂S)

とすればよい．つまり (λ1, · · · , λS)⊤がこのAMEにおける状態価格ベクトルとなる．

3この議論は (3.1)を満たす任意の (xi, yi) ∈ Xi ×RJ について行える．よって pの下で市場が完備ならば，p̂の
下でも市場は完備である．
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この章では制約条件つき効率性と実質的完備性を定義し，AMEにおける配分がパレート効率
的であるための十分条件について調べる．

4.1 制約条件つき効率性

まず，完備市場における AMEの配分のパレート効率性について述べる．全ての消費者の効
用関数が局所非飽和1で，少なくとも 1人の消費者の効用関数が強単調である時，AMEの均衡
価格の下で市場が完備ならば定理 3.2.2より，AMEの配分を達成するようなADEが存在する．
ADEは標準的な純粋交換経済と同一視できるので，全ての消費者の効用関数が局所非飽和であ
ることから，厚生経済学の第 1基本定理よりその配分はパレート効率的である2．
実は，消費者についての仮定を緩めて全ての消費者の効用関数が局所非飽和であるとした場
合にも，その配分はパレート効率的であることが言える．このことを示す前に，以下の補題を
示す．

4.1.1 補題 Uiが局所非飽和であり，価格ベクトル (p, q)の下で効用最大化解 (x∗i , y
∗
i )が存在し，

rank R(p) = Sであるとする．この時，Ui(xi) ≥ Ui(x
∗
i )であるような任意の xi ∈ Xiについて，

ポートフォリオベクトル yi ∈ RJ に対し，(xi, yi)が時点 1での予算制約を全て満たすならば，
(xi, yi)は時点 0の予算制約について，

p0 · x0i + q · yi ≥ p0 · e0i (4.1)

を満たす．特に Ui(xi) > Ui(x
∗
i )ならば (4.1)の不等号は必ず厳密な不等号で成立する．

補題 4.1.1の証明 まず，Ui(xi) = Ui(x
∗
i )のケースを考える．背理法を用いる．補題の条件を満

たすようなある (xi, yi)が時点 0での予算制約について

p0 · x0i + q · yi < p0 · e0i (4.2)

であるとする．この時，rank R(p) = S より以下を満たすポートフォリオ η ∈ RJ が必ず存在
する．

R(p)η = 1S ∈ RS

ここで 1S は全ての要素が 1である S次の実数ベクトルである．(4.2)と内積の線形性より，あ
る ϵ ∈ R++を

q · (ϵη) < p0 · e0i − (p0 · x0i + q · yi)

1全ての x ∈ Xiについて，xを中心とした任意の半径の開球Bを取った時，BとXiの共通部分に Ui(x̂) > Ui(x)
を満たす点 x̂が必ず存在することを言う．強単調ならば局所非飽和であるが，逆は一般に成り立たない．

2Mas-Colell, et al.[1995](以後MWG)の Chapter 16, Proposition 16.C.1 を参照せよ．
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であるように取ることができる．すなわち

p0 · x0i + q · (yi + ϵη) < p0 · e0i (4.3)

である．この時，任意の s ∈ {1, · · · , S}について，ポートフォリオ yi + ϵηのもたらすペイオ
フは

J∑
j=1

(yij + ϵηj)r
s
j (p

s) =

J∑
j=1

yijr
s
j (p

s) + ϵ

J∑
j=1

ηjr
s
j (p

s) =

J∑
j=1

yijr
s
j (p

s) + ϵ >

J∑
j=1

yijr
s
j (p

s)

である．よって (xi, yi)が時点 1での予算制約を満たすことから

ps · (xsi − esi ) <

J∑
j=1

(yij + ϵηj)r
s
j (p

s) (4.4)

が言える．ここで上記の η, ϵと yiを固定して以下の集合 C を考える．

C :=

{
x̂i ∈ RN(1+S)

∣∣∣ p0 · x̂0i + q · (yi + ϵη) < p0 · e0i ,
全ての s ∈ {1, · · · , S}について ps · x̂si < ps · esi +

∑J
j=1(yij + ϵηj)r

s
j (p

s)

}
(4.3)と (4.4)より xi は C の内点である．つまり xi を中心とした十分小さい半径の開球 B を
B ⊆ C であるように取れる．局所非飽和の仮定より，x̂i ∈ B ⊆ C,Ui(x̂i) > Ui(xi) であ
るような x̂i ∈ Xi を取ることができる．x̂i は C に含まれることから予算制約を満たし，かつ
Ui(x̂i) > Ui(xi) = Ui(x

∗
i )をも満たす．これは効用最大化に矛盾する．よって p0 ·x0i +q ·yi ≥ p0 ·e0i

である．
次にUi(xi) > Ui(x

∗
i )ならば (x∗i , y

∗
i )が効用最大化解であることから，もし (xi, yi)が時点 1で

の予算制約を全て満たすならば

p0 · x0i + q · yi > p0 · e0i

が必ず成立しなければならない．そうでなければ，(xi, yi)は全ての予算制約を満たしつつ，か
つ x∗i より厳密に高い効用水準を達成するので (x∗i , y

∗
i )が効用最大化解であることと矛盾する．

よって題意は示された． ///

市場の完備性を仮定すれば，時点 1での予算制約を満たすようなポートフォリオは必ず組め
る．しかし，補題 4.1.1により，そのようにして組まれたポートフォリオは時点 0においては予
算制約上の問題があることが言える．特に Ui(xi) > Ui(x

∗
i )であるようなケースは補題 4.1.1の

対偶を考えることで，どのようにポートフォリオを組んだとしても時点 0の予算制約と時点 1

の予算制約のいずれかが必ず成立しないことが言える．
補題 4.1.1を用いることで，以下の命題が示される．

4.1.2 命題 任意の i ∈ {1, · · · , I}について Uiが局所非飽和であるとする．
また (p, q, ((x∗1, y

∗
1), · · · , (x∗I , y∗I )))をAMEとする．この時，rank R(p) = Sならば，(x∗1, · · · , x∗I)

はパレート効率的である．

命題 4.1.2の証明 資源制約を満たす配分 (x1, · · · , xI)が (x∗1, · · · , x∗I)をパレート改善すると仮
定する．価格 pの下での市場の完備性と補題 3.1.2から，任意の i ∈ {1, · · · , I}についてある
yi ∈ RJ を，任意の s ∈ {1, · · · , S}について，(3.1)を満たし，かつ

I∑
i=1

yi = 0 (4.5)
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であるように取れる．
(x1, · · · , xI)は効用最大化解である (x∗1, · · · , x∗I)をパレート改善し，かつ任意の i ∈ {1, · · · , I}
と s ∈ {1, · · · , S}について (3.1)が満たされるので，Uiの局所非飽和性と価格 pの下での市場
の完備性により，補題 4.1.1から，

p0 · (x0i − e0i ) +

J∑
j=1

yijqj ≥ 0 (4.6)

が任意の i ∈ {1, · · · , I}について成立し，少なくとも一つの i ∈ {1, · · · , I}について (4.6)は厳
密な不等号で成立する．全ての i ∈ {1, · · · , I}にわたって (4.6)を足しあげると，

0 <
I∑

i=1

p0 · (x0i − e0i ) +
J∑

j=1

yijqj

 = p0 ·

(
I∑

i=1

(x0i − e0i )

)
+

I∑
i=1

J∑
j=1

yijqj

= p0 ·

(
I∑

i=1

(x0i − e0i )

)
+

J∑
j=1

qj

I∑
i=1

yij = 0 ((4.5)と配分 (x1, · · · , xI)の資源制約より)

となり矛盾．よって (x∗1, · · · , x∗I)はパレート効率的である． ///

命題 4.1.2の証明は厚生経済学の第一基本定理の証明とほとんど同じである．つまり，均衡配
分をパレート改善するような配分を選ぶと，その配分が決して実行可能ではないという論法を
使っている．異なるのは時点 0の予算制約を使ったところである．標準的な純粋交換経済の場
合は，各消費者の予算制約が一つの式で表現されるので，それらを足し合わせればただちに矛
盾を導くことができる．しかしながら，証券市場分析におけるモデルでは予算制約が 1 + S本
の式で表現されることから，矛盾を導く制約を適切に選ぶ必要がある．補題 3.1.2を使えばポー
トフォリオを資源制約を満たすように (

∑I
i=1 yi = 0)選ぶことができるので時点 0において全て

の消費者について予算制約式を足しあげて矛盾を導くことができる．
しかしながら，よりスマートな方法で命題 4.1.2を示すことも可能である．局所非飽和の仮
定下においても修正を行えば，命題 2.1.2とファイナンスの基本定理と類似した命題が成立し，
AMEの均衡価格の下で状態価格が存在することが示せる3．そうすれば定理 3.2.2の結果を使う
ことができるので，標準的な純粋交換経済の一般均衡モデルにおけるパレート効率性の議論が
使える．詳細は付録A.1.2を見てほしい．
これまでの議論では市場の完備性を前提としていたが，ここからは市場が完備でない場合
の議論の準備を始める．まず，制約条件つき効率性を定義するために任意の i ∈ {1, · · · , I}と
p ∈ RN(1+S)に対し以下のような集合を定める．

Vi(p) :=

{
x ∈ Xi

∣∣∣ ある yi ∈ RJが存在し，任意の s ∈ {1, · · · , S}について
ps · (xsi − esi ) =

∑J
j=1 yijr

s
j (p

s)が成立する

}
(4.7)

Vi(p)は財価格ベクトル pの下で消費者 iが証券の取引を通じて実現可能な状態依存財の消費ベ
クトル全体の集合である．したがって，財価格ベクトル pの下で市場が完備であることと，全
ての i ∈ {1, · · · , I}について Vi(p) = Xiが成立することは同値である．次に以下のような直積
集合を定義する．

V (p) := V1(p)× · · · × VI(p) =

I∏
i=1

Vi(p) (4.8)

3ただし市場の完備性の仮定が必要になる．
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V (p)は財価格ベクトル pの下で全ての消費者の，証券の取引を通じて実現可能な状態依存財の
消費ベクトルの組全てからなる集合である．ここで資源制約を満たし，V (p)に属する配分が制
約条件つき効率性 (constrained efficiency)を満たすとは，その配分が V (p)に属する資源制約
を満足したいかなる配分によってもパレート改善されない時を言う．補題 3.1.2の方法を用い
れば，V (p)に所属する配分 (x1, · · · , xI)が資源制約さえ満足すれば，全ての i ∈ {1, · · · , I}に
ついて ps · (xsi − esi ) =

∑J
j=1 yijr

s
j (p

s)と
∑I

i=1 yi = 0を満たすようなポートフォリオベクトル
(y1, · · · , yI)の存在が確認できる．一般に，完備性の仮定がなければAMEはパレート効率的で
あるとは限らないが，次の命題が示すように比較する配分を V (p)上に限定すれば，必ずパレー
ト効率的である．

4.1.3 命題 任意の i ∈ {1, · · · , I}について V (p)上で Uiが時点 0の消費について局所非飽和な
らば，AMEにおける財配分 (x∗1, · · · , x∗I)は制約条件つき効率性を満たす．

命題 4.1.3の証明 付録の命題 A.1.6を用いれば，命題 4.1.2の証明で用いた論法により証明で
きるので略． ///

V (p)は財価格 pに依存するので，ある配分が制約条件つき効率的か否かも pに依存する．し
かし，資源が効率的に分配されているかどうかは，財価格がいくらであるかに関わらず評価さ
れるべき性質なので，価格に依存せず V (p)が定まる方が望ましい．次で示されるようにN = 1

かつ証券のペイオフが pについて 1次同次ならば V (p)は pに依存しない．

4.1.4 例 (1財の場合) N = 1とし，任意の証券 j ∈ {1, · · · , J}は任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}で，
財価格ベクトル psについて 1次同次なペイオフを与えるとするものとする．この時，xi ∈ Vi(p)

に対し，ある yi ∈ RJ が存在して，全ての s ∈ {1, · · · , S}について

ps(xsi − esi ) =
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s) = ps
J∑

j=1

yijr
s
j (1)

となるので ps = 1としても一般性は失われず，上の等式は xsi − esi =
∑J

j=1 yijr
s
j (1)と同値であ

る．つまり Vi(p)は pに依存せず，結果 V (p)も pに依存しない．したがってこの場合には制約
条件付き効率性を満たす配分は内生変数 pによらずに決まる．

4.2 実質的に完備な市場の例 (期待効用関数の場合)

任意のパレート効率的でない配分について，その配分をパレート改善するパレート効率的な
配分が必ず存在すれば，命題 4.1.2の条件は，全てのパレート効率的な配分に対し，条件式 (3.1)

が成立するという条件に置き換えてもよい．したがって以下のような定義が有用になる．

4.2.1 定義 (実質的に完備 (effectively complete)) 任意の財価格ベクトル p ∈ RN(1+S)に対
し，任意のパレート効率的な配分 (x1, · · · , xI)について (x1, · · · , xI) ∈ V (p)が成立するならば，
市場は価格 pの下で実質的に完備4であるという．

4Stephen LeRoy and Jan Werner. (2000) “Priciple of Financial Economics” Chapter 16, Section 3 を参照せ
よ．
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4.2.2 注意 標準的な仮定を課せば，完備性の仮定の下で AMEの均衡財配分と ADEの均衡財
配分は同一であった．この完備性の仮定を実質的完備性に置き換えた場合，もはや両者が一致す
るとは一般には言えなくなる．そのような例が LeRoy and Werner[2000]の Example16.4.4に
ある．

以降のこの節では次の仮定を置く．

4.2.3 仮定

1. 全ての消費者 i ∈ {1, · · · , I}の効用関数は，関数 u0i : R
N
+ → Rと強凹関数 ui : R

N
+ → R

を用いて

Ui(xi) = u0i (x
0
i ) + δi

S∑
s=1

πs
i ui(x

s
i )

と表せるとする．ただし δi > 0であり，πi := (π1
i , · · · , πS

i )
⊤ ∈ RS

++は
∑S

s=1 π
s
i = 1を満

たす．

2. 全ての消費者は同質的な主観的確率的信念を持つとする．つまり π1 = · · · = πI であると
する．

3. 全ての証券 j ∈ {1, · · · , J}は実物資産である．つまり任意の証券 j ∈ {1, · · · , J}を考えた
時，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について，ある財ベクトル asj ∈ RN が存在し，任意のス
ポット価格 ps ∈ RN に対して rsj (p

s) = ps · asj が成立する．

この仮定の下で次の補題から総初期保有量にリスクがない，つまり時点 1における全ての状
態で総初期保有量が共通であるならば，配分がパレート効率的であるか否かは配分のリスクの
有無という問題に帰着できることが分かる．

4.2.4 補題
∑I

i=1 e
1
i = · · · =

∑I
i=1 e

S
i (no aggregate risk) ならば任意のパレート効率的配分

(x∗1, · · · , x∗I)において，全ての消費者の消費量は決定的 (deterministic)である．すなわち，任
意の i ∈ {1, · · · , I}について

x∗1i = · · · = x∗Si

が成立する．

補題4.2.4の証明パレート効率的配分 (x1, · · · , xI)が少なくとも一人以上の消費者 i ∈ {1, · · · , I}
について deterministicでないと仮定する．deterministicでない配分を持つ消費者の添え字の集
合をND，deterministicな配分を持つ消費者の添え字の集合をDとする．ここで任意の i ∈ ND

について，x∗0i = x0i , x
∗1
i = · · · = x∗Si =

∑S
i=1 π

s
i x

s
i =: xiとし，任意の i ∈ Dについて x∗i := xi

とした配分 (x∗1, · · · , x∗I)を考える．この時，任意の i ∈ NDについて xiは deterministicではな
いので uiの強凹性から Jensenの不等式より

S∑
s=1

πs
i ui(x

s
i ) < ui

(
S∑

s=1

πs
i x

s
i

)
= ui(xi)

が成立する．よって任意の i ∈ NDについて x∗i は xiより厳密に大きい効用水準を達成するこ
とが言える．さらに no aggregate riskの仮定より e :=

∑I
i=1 e

1
i = · · · =

∑I
i=1 e

S
i とおける．ま
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た任意の ŝ ∈ {1, · · · , S}に対し，主観的確率的信念の同質性を考えれば π := π1 = · · · = πI で
あるので

I∑
i=1

x∗ŝi =
∑
i∈D

xŝi +
∑
i∈ND

S∑
s=1

πs
i x

s
i =

∑
i∈D

xŝi +
∑
i∈ND

S∑
s=1

πsxsi =

S∑
s=1

πs
∑
i∈D

xsi +

S∑
s=1

πs
∑
i∈ND

xsi

=

S∑
s=1

πs
I∑

i=1

xsi =

S∑
s=1

πs
I∑

i=1

esi =

S∑
s=1

πse = e =

I∑
i=1

eŝi

となり，資源制約を満たす．(x∗1, · · · , x∗I)は (x1, · · · , xI)をパレート改善し，全ての消費者につ
いて deterministicな配分であるので，(x1, · · · , xI)のパレート効率性と矛盾する．したがって
全てのパレート効率的配分は任意の消費者について deterministicな配分でなくてはならない．
///

以下の分析において次の行列を考えることが有用である．任意の s ∈ {1, · · · , S}について

As := (as1, · · · , asJ) ∈ RN×J

とする．この行列Asを用いれば，証券ポートフォリオが y ∈ RJ であった時，時点 1の状態 s

においてこのポートフォリオから得られる資金の総額は

J∑
j=1

yjr
s
j (p

s) =

J∑
j=1

yj(p
s · asj) = ps ·

 J∑
j=1

yja
s
j

 = ps · (Asy)

と表すことができる．
no aggregate riskの場合に，deterministicな配分，つまりパレート効率的な配分を達成する
には少なくともどれだけの証券が必要かは次の定理によって示される．

4.2.5 定理
∑I

i=1 e
1
i = · · · =

∑I
i=1 e

S
i (no aggregate risk) であるとする．ここで任意の n ∈

{1, · · · , N}について，ある zn := (zn1, · · · , znJ)⊤ ∈ RJ が存在し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}
について

J∑
j=1

znja
s
j = 1N,n := (0, · · · , 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, · · · , 0)⊤

であるとする．1N,nは n行目の要素が 1でほかの要素がすべて 0であるようなN 次の実数ベク
トルである．また，任意の i ∈ {1, · · · , I}について，ある wi := (wi1, · · · , wiJ)

⊤ ∈ RJ が存在
し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について

J∑
j=1

wija
s
j = esi

であるとする．この時，AMEの財配分はパレート効率的である．

定理 4.2.5の証明 任意の i ∈ {1, · · · , I}について，以下のような集合を考える．

Ki :=

{
x ∈ Xi

∣∣∣ ある yi ∈ RJが存在し，任意の s ∈ {1, · · · , S}について
xsi − esi =

∑J
j=1 yija

s
jが成立する

}

K := K1 × · · · ×KI =

I∏
i=1

Ki
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この時，任意の財価格ベクトル p ∈ RN(1+S) に対し，任意の i ∈ {1, · · · , I}について Ki ⊆
Vi(p), K ⊆ V (p) であることは明らかである．
更に次のような行列を考える．

Z := (z1, · · · , zN ) ∈ RJ×N

この行列 Z に対し，任意の s ∈ {1, · · · , S}について，仮定より AsZ = (Asz1, · · · , AszN ) =

(1N,1, · · · ,1N,N ) = IN ∈ RN×N である．IN は N 次の単位行列である．また任意の s ∈
{1, · · · , S}, i ∈ {1, · · · , I}について，仮定よりAswi = esi である．
ここで任意のパレート効率的配分を (x1, · · · , xI)とする．no aggregate riskの仮定により配
分 (x1, · · · , xI)は補題 4.2.4から deterministicである．ここで任意の消費者 i ∈ {1, · · · , I}につ
いてポートフォリオを

yi := Zx1i − wi

とおく．すると任意の s ∈ {1, · · · , S}について，
J∑

j=1

yija
s
j = Asyi = As(Zx1i − wi) = INx1i − esi = xsi − esi

となる．最後の等式は配分がdeterministicであることによる．よって任意の消費者 i ∈ {1, · · · , I}
について xi ∈ Kiである．つまり，任意のパレート効率的配分全体からなる集合は，集合Kに
含まれるので，任意の価格ベクトル p ∈ RN(1+S)に対し，任意のパレート効率的配分は，V (p)

にも含まれる．つまり市場は実質的に完備である．よって，命題 4.1.3からAMEの財配分はパ
レート効率的である． ///

定理 4.2.5における zn, wiがどのような意味を持つかを考えよう．znは任意の状態で第 n財
を必ず 1単位提供することを約束するポートフォリオである．つまりポートフォリオ組成にか
かる費用を無視すれば，消費者は任意の財を全ての状態において望むだけの共通の量で得るこ
とが可能になる．そのような意味では商品先物取引 (future contract)のような証券であると言
える．
また，wi について，

∑I
i=1 θi = 1であるようなベクトル θ := (θ1, · · · , θI) ∈ RI を考えた時

に，全ての i ∈ {1, · · · , I}について

ŵi := θi

(
I∑

h=1

wh

)
− wi

と新しいポートフォリオを考えると，このポートフォリオが状態 sで提供する財の量は

Asŵi = As

(
θi

(
I∑

h=1

wh

)
− wi

)
= θi

(
I∑

h=1

Aswh

)
−Aswi = θi

(
I∑

h=1

esh

)
− esi

となる．すなわち，このポートフォリオを用いれば自らの初期保有量を差し出す代わりに，総
初期保有量を θiの割合で得られる．このようにして各消費者の直面しているリスクを社会全体
で平均化している．つまり投資信託 (mutual fund)のような証券を作ることができる．ポート
フォリオwi, i = 1, · · · , I は，和を取ることで，総初期保有量を複製できることが重要なポイン
トになる．そして−wiというポートフォリオを組成すれば，時点 1での価格の不確実性から起
因する初期保有量から受ける価格変動リスクを完全にヘッジ，つまり帳消しにすることができ
る．また

I∑
i=1

ŵi = 0
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であるので，ポートフォリオ ŵiは資源制約を満たすことが分かる．
定理 4.2.5の結果から no aggregate riskであれば，N + I < Sであろうとも，N + I個の証券
でパレート効率的な AMEを達成することがありうることが分かる．さらに no aggregate risk

でN = 1の場合は 1 + I ではなく I 個の証券でパレート効率的な AMEを達成できることもあ
ることが次の系により示される．

4.2.6 系 N = 1で
∑I

i=1 e
1
i = · · · =

∑I
i=1 e

S
i (no aggregate risk)であるとする．この時，任意の

i ∈ {1, · · · , I}について，あるwi := (wi1, · · · , wiJ)
⊤ ∈ RJが存在し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}

について
J∑

j=1

wija
s
j = esi

かつ
∑I

i=1 e
s
i ̸= 0であるならば，AMEの財配分はパレート効率的である．

系 4.2.6の証明

z̃ := (z̃1, · · · , z̃J)⊤ =

I∑
i=1

wi ∈ RJ

とする．この時，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について

J∑
j=1

z̃ja
s
j = Asz̃ = As

(
I∑

i=1

wi

)
=

I∑
i=1

Aswi =

I∑
i=1

esi

となる．no aggregate riskかつN = 1であることより

z := (z1, · · · , zJ)⊤ =
1∑I

i=1 e
1
i

z̃

とすれば
∑J

j=1 zja
s
j = 1である．よって定理 4.2.5の条件が満たされたので，AMEの財配分は

パレート効率的である． ///

系 4.2.6よりN = 1ならば I 種類の証券があれば実質的に完備でありうることが分かる．更
に，系 4.2.6の結果は以下の形で複数財 (N > 1)の場合に拡張できる．

4.2.7 系 N > 1で
∑I

i=1 e
1
i = · · · =

∑I
i=1 e

S
i (no aggregate risk)であるとする．ここで，任意の

i ∈ {1, · · · , I}について，あるwi := (wi1, · · · , wiJ)
⊤ ∈ RJが存在し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}

について
J∑

j=1

wija
s
j = esi

を満たすとする．また，あるただ一つの物理的財 m ∈ {1, · · · , N} を除いた，全ての物理的
財 n ∈ {1, · · · , N} \ {m}に対し，ある zn := (zn1, · · · , znJ)⊤ ∈ RJ が存在し，任意の状態
s ∈ {1, · · · , S}について

J∑
j=1

znja
s
j = 1N,n := (0, · · · , 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, · · · , 0)⊤

を満たすとする．この時，
∑I

i=1 e
s
im ̸= 0であるならば，AMEの財配分はパレート効率的である．
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系 4.2.7の証明 行列 Z−mとベクトル e−mを以下のように定める．

Z−m := (z1, · · · , zm−1, zm+1, · · · , zN ) ∈ RJ×(N−1)

e−m :=

(
I∑

i=1

e1i1, · · · ,
I∑

i=1

e1i,m−1,
I∑

i=1

e1i,m+1, · · · ,
I∑

i=1

e1iN

)⊤

∈ RN−1

すると任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について

AsZ−me−m = (Asz1, · · · , Aszm−1, A
szm+1, · · · , AszN )e−m

= (1N,1, · · · ,1N,m−1,1N,m+1, · · ·1N,N )e−m

=

(
I∑

i=1

e1i1

)
1N,1 + · · ·+

(
I∑

i=1

e1i,m−1

)
1N,m−1

+

(
I∑

i=1

e1i,m+1

)
1N,m+1 + · · ·+

(
I∑

i=1

e1iN

)
1N,N

=

(
I∑

i=1

e1i1, · · · ,
I∑

i=1

e1i,m−1, 0,
I∑

i=1

e1i,m+1, · · · ,
I∑

i=1

e1iN

)⊤

∈ RN

である．よって，

z̃m := (z̃m1, · · · , z̃mJ)
⊤ =

I∑
i=1

wi − Z−me−m ∈ RJ

として，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について，no aggregate risk であることに注意すれば，

J∑
j=1

z̃mja
s
j = As

(
I∑

i=1

wi

)
−AsZ−me−m =

I∑
i=1

Aswi −AsZ−me−m

=

I∑
i=1

esi −AsZ−me−m =

I∑
i=1

e1i −AsZ−me−m

= (0, · · · , 0,
I∑

i=1

e1im, 0, · · · , 0)⊤ ∈ RN

である．したがって，

zm := (zm1, · · · , zmJ)
⊤ =

1∑I
i=1 e

1
im

z̃m

とすれば
∑J

j=1 zmja
s
j = 1N,mである．よって定理 4.2.5の条件が満たされたので，AMEの財配

分はパレート効率的である． ///

練習問題 4.2.1 N > 1で
∑I

i=1 e
1
i = · · · =

∑I
i=1 e

S
i (no aggregate risk)であるとする．ここで，

あるただ 1人の消費者 h ∈ {1, · · · , I}を除いた，任意の i ∈ {1, · · · , I} \ {h}について，ある
wi := (wi1, · · · , wiJ)

⊤ ∈ RJ が存在し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について

J∑
j=1

wija
s
j = esi
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を満たすとする．また，任意の n ∈ {1, · · · , N}に対し，ある zn := (zn1, · · · , znJ)⊤ ∈ RJ が存
在し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について

J∑
j=1

znja
s
j = 1N,n := (0, · · · , 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, · · · , 0)⊤

を満たすとする．この時，AMEの財配分はパレート効率的であることを示せ．

4.2.8 系 (サンスポット (sunspot)) 任意の消費者 i ∈ {1, · · · , I}について e1i = · · · = eSi であ
り，任意の n ∈ {1, · · · , N}について，ある zn := (zn1, · · · , znJ)⊤ ∈ RJ が存在し，任意の状態
s ∈ {1, · · · , S}について

J∑
j=1

znja
s
j = 1N,n := (0, · · · , 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, · · · , 0)⊤

であるならば，AMEの財配分はパレート効率的である5．

系 4.2.8の証明 Z := (z1, · · · , zN ) ∈ RJ×N とおき，全ての i ∈ {1, · · · , I}について wi := Ze1i
とすると，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について，

J∑
j=1

wija
s
j = Aswi = AsZe1i = e1i = esi

となる．仮定より，当然 no aggregate riskであるので，定理 4.2.5より，AMEの財配分はパレー
ト効率的である． ///

この結果から，すべての消費者の各状態における初期保有量が同じであれば，先物取引だけ
で価格変動のリスクをヘッジできることがわかる．
一般に，全ての状態での総初期保有量が同じで，かつ消費者の同質的な主観的確率も全ての
状態で等しいような場合でも，各状態で消費量が異なるような均衡がありうる．このような均
衡を sunspot均衡といい，どのような条件の下で sunspot均衡を排除できるかということが問
題になる．系 4.2.8で得られる均衡はパレート効率的なので，補題 4.2.4より全ての状態の消費
は必ず等しい．このような均衡のことを sunspot-freeな均衡という．
これまでの結果は総初期保有量にリスクがない，つまり任意の状態間で総初期保有量が等し
いという仮定の下得られたものだったが，状態間で総初期保有量が異なっている場合でも，す
べての消費者 iの効用関数がある仮定を満たせば，証券市場均衡における消費者 iの総初期保有
量に対するシェア θiは一定であることがわかる．

4.2.9 補題 N = 1とする．任意の消費者 i ∈ {1, · · · , I}について u0i が擬凹関数
6(quasi-concave

function)であり，uiが相対的リスク回避度一定型 (CRRA)関数であるとする．つまり相対的
リスク回避度を表す定数 γi ∈ R++について，

ui(z) =


z1−γi − 1

1− γi
, if γi ̸= 1

log z, otherwise
(4.9)

5サンスポット均衡に関しては Cass,D and Shell,K[1983]，Kajii,A and Gotardi,P[1999]，Mas-Colell,A[1992]
を参照せよ．

6または準凹関数とも呼ばれる．
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であるとする．ここで相対的リスク回避度が全ての消費者で共通，つまり γ1 = · · · = γI である
ならば，(x∗1, · · · , x∗I)をパレート効率的な財配分とした時，ある

∑I
i=1 θi = 1を満たす θi ∈ R+

が存在し，任意の消費者 i ∈ {1, · · · , I}のパレート効率的配分 x∗i は任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}
において

x∗si = θi

(
I∑

h=1

esh

)
を満たす．

補題 4.2.9の証明 全ての消費者について効用関数が擬凹関数なので，任意のパレート効率的配
分 (x∗1, · · · , x∗I)は対応するある (µ1, · · · , µI) ∈ RI

+ で定義される次の最大化問題の解として特
徴づけられる7．

max
(x1,··· ,xI)∈X1×···×XI

I∑
i=1

µiUi(xi) (4.10)

subject to

I∑
i=1

xi =

I∑
i=1

ei

全ての消費者が同質的な主観的確率的信念を持つこと，つまり π1 = · · · = πI =: πであること
に注意すれば，

I∑
i=1

µiUi(xi) =

I∑
i=1

µi

(
u0i (x

0
i ) + δi

S∑
s=1

πs
i ui(x

s
i )

)
=

I∑
i=1

µiu
0
i (x

0
i ) +

I∑
i=1

µiδi

S∑
s=1

πs
i ui(x

s
i )

=

I∑
i=1

µiu
0
i (x

0
i ) +

I∑
i=1

µiδi

S∑
s=1

πsui(x
s
i ) =

I∑
i=1

µiu
0
i (x

0
i ) +

S∑
s=1

πs
I∑

i=1

µiδiui(x
s
i )

とできるので最適化問題 (4.10)は以下の 2つの問題に分割して考えることができる．

max
(x0

1,··· ,x0
I)∈R

N
+×···×RN

+

I∑
i=1

µiu
0
i (x

0
i ) subject to

I∑
i=1

x0i =

I∑
i=1

e0i (4.11)

max
(z1,··· ,zI)∈RN

++×···×RN
++

I∑
i=1

µiδiui(zi) subject to
I∑

i=1

zi = z (4.12)

ここで zは任意の正の実数である．問題 (4.11)の解は (x∗01 , · · · , x∗0I )であり，問題 (4.12)の解
を関数 fiを用いて (f1(z), · · · , fI(z))と表すこととする．この時，任意の i ∈ {1, · · · , I}につい
て (x∗0i , fi(

∑I
h=1 e

1
h), · · · , fi(

∑I
h=1 e

S
h)) とすれば x∗i と一致する．問題 (4.12)は操作変数が取る

領域を凸集合とした線形不等式制約を持つ凹単調増加関数の最適化問題なので 1階条件が最適
解の必要十分条件となる．1階条件は

µiδiu
′
i(zi)− λ = 0, i ∈ {1, · · · , I} (4.13)

I∑
i=1

zi = z (4.14)

7MWGの Chapter 16, Proposition 16.E.2 を参照せよ．分離定理を用いるので，効用可能性集合の凸性を保つ
ために，効用関数の擬凹性が必要になる．



44 第 4章 制約条件つき効率性と実質的完備性

である．λ ∈ R++はラグランジュ乗数である．ここで相対的リスク回避度の同質性から γ1 =

· · · = γI =: γと置ける．(4.13)を ziについて解けば，各 i ∈ {1, · · · , I}について

zi =

(
λ

µiδi

)−1/γi

=

(
λ

µiδi

)−1/γ

= (µiδi)
1/γλ−1/γ (4.15)

が得られる．(4.15)を (4.14)に代入して λ−1/γについて解くと λ−1/γ = z/(
∑I

i=1(µiδi)
1/γ)が得

られる．さらにこの λ−1/γ を (4.15)に代入すると，各 i ∈ {1, · · · , I}について

zi = (µiδi)
1/γ z∑I

i=1(µiδi)1/γ
=

(
(µiδi)

1/γ∑I
h=1(µhδh)1/γ

)
z

となる．よって全ての i ∈ {1, · · · , I}について

θi :=
(µiδi)

1/γ∑I
h=1(µhδh)1/γ

∈ R+

とおけば
fi(z) = θiz

となり，かつ
∑I

i=1 θi = 1なので題意は示された． ///

この結果のように，異なる 2つの状態間で総初期保有量が等しければ，任意のパレート効率
的配分もその 2つの状態間で等しくなることをmutuality principleと呼ぶ．

4.2.10 定理 (Mutual Fund Theorem) N = 1とし，任意の消費者 i ∈ {1, · · · , I}について
u0i が擬凹関数であり uiが (4.9)のように定義されているとする．また全ての消費者の相対的リ
スク回避度は同質的であるとする．つまり (4.9)における γiが

γ := γ1 = · · · = γI

であるとする．この時，任意の i ∈ {1, · · · , I}に対し，全ての状態 s ∈ {1, · · · , S}において，

J∑
j=1

wija
s
j = esi

を満たすような wi := (wi1, · · · , wiJ)
⊤ ∈ RJ が存在するのならば，AMEの財配分はパレート

効率的である．

定理 4.2.10の証明 任意のパレート効率的配分を (x∗1, · · · , x∗I)とする．補題 4.2.9より，任意の
i ∈ {1, · · · , I}について，

∑I
i=1 θi = 1を満たすあるθi ∈ R+が存在し，全ての状態s ∈ {1, · · · , S}

において，

x∗si = θi

(
I∑

h=1

esh

)
が成立する．ここで，任意の i ∈ {1, · · · , I}について，

y∗i := θi

(
I∑

h=1

wh

)
− wi ∈ RJ
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と置くと，任意の価格ベクトル p ∈ R1+S に対し，任意の s ∈ {1, · · · , S}について，

J∑
j=1

y∗ijr
s
j (p

s) = ps · (Asy∗i ) = ps ·

(
As

(
θi

(
I∑

h=1

wh

)
− wi

))

= ps ·

(
θi

(
I∑

h=1

Aswh

)
−Aswi

)
= ps ·

(
θi

(
I∑

h=1

esh

)
− esi

)
= ps · (x∗si − esi )

である．つまり x∗i ∈ Vi(p)なので市場は任意の価格ベクトルの下で実質的に完備である．よっ
て，命題 4.1.3よりAMEの財配分はパレート効率的である． ///

定理 4.2.10における y∗i は先ほど述べた投資信託である．各個人が持つ初期保有量を一度集め
て，それを θiというウェイトで再分配している．つまりリスクの再分配が行われている．この
ようなポートフォリオwiが存在すればAMEはパレート効率的となることを定理 4.2.10は述べ
ているが，I 個の証券だけで実質的な完備性が備われ得ることを示している．つまり証券の数
が状態数より少なくとも効率性が保たれることがある．

4.3 実質的に完備な市場の例 (平均・分散型効用関数の場合)

この節では以下の仮定をおく．

4.3.1 仮定

1. 物理的な財の数は 1つ，つまりN = 1である．

2. 任意の消費者 iの効用関数は時点 0の消費量と時点 1の消費の平均と分散にのみ依存する．
つまり，任意の消費者 iの効用関数に対して，ある関数 ui : R+ ×R ×R+ → Rが存在
して

Ui(xi) = ui(x
0
i , E(xi), V (xi))

が成立する．ここで，E(xi) :=
∑S

s=1 π
s
i x

s
i , V (xi) :=

∑S
s=1 π

s
i (x

s
i −E(xi))

2である8．任意
の iについてuiは時点 0の消費と時点 1の消費の平均E(xi)に関して厳密に増加するが，時
点 1の消費の分散V (xi)に関して厳密に減少する．さらに関数uiは時点 0での消費x0i と時
点 1での消費の平均については強擬凹関数であるとする．また，πi := (π1

i , . . . , π
S
i ) ∈ RS

++

は
∑S

s=1 π
s
i = 1を満たす．

3. 全ての消費者は同質的な主観的確率信念を持つ，つまり π := π1 = · · · = πI である．

4. 全ての証券 j ∈ {1, · · · , J}は実物資産である．つまり任意の証券 j ∈ {1, · · · , J}を考えた
時，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について，ある財ベクトル asj ∈ RN が存在し，任意のス
ポット価格 ps ∈ RN に対して rsj (p

s) = ps · asj が成立する．

8全ての時点での消費を表すベクトル xi に，期待値や分散オペレーターを適用するような書き方 (E(xi), V (xi))
をしているが，期待値や分散オペレーターの引数となるのは 1時点での消費のみで，0時点での消費は無関係であ
る．混同するおそれはほとんどないと思われるので，今後もこの記法を行う．
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このような仮定を置いた時，任意の消費者 i ∈ {1, · · · , I}の効用関数 Ui は財ベクトル xi ∈
R1+S について強擬凹関数である．ここで標準偏差を SD(xi) :=

√
V (xi)として定義すると，

V (xi) = (SD(xi))
2である．関数 f(x) = x2はR+の範囲で狭義単調増加関数であるので，任

意の x, y ∈ RS，t ∈ [0, 1]について，標準偏差 SDが強凸関数であることに注意すれば，

V (tx+ (1− t)y) = (SD(tx+ (1− t)y))2 ≤ (tSD(x) + (1− t)SD(y))2

が得られる．関数 uiは分散について狭義単調減少関数で，かつ関数 f(x) = x2は強凸であるこ
とから，uiは標準偏差 SDに対して強擬凹関数である9．よって，任意の x, y ∈ R1+S , t ∈ [0, 1]

について，

Ui(tx+ (1− t)y) = ui(tx
0 + (1− t)y0, E(tx+ (1− t)y), V (tx+ (1− t)y))

= ui(tx
0 + (1− t)y0, tE(x) + (1− t)E(y), (SD(tx+ (1− t)y))2)

≥ ui(tx
0 + (1− t)y0, tE(x) + (1− t)E(y), (tSD(x) + (1− t)SD(y))2)

≥ min{Ui(x), Ui(y)}

となる．つまり，任意のパレート効率的配分はパレート問題の解として解釈することができる．
次の補題から，効用関数が消費の平均と分散にしか依存しない場合には，パレート効率的な
配分は総初期保有量に対するアフィン変換として表せることが分かる．

4.3.2 補題 任意のパレート効率的配分 (x∗1, · · · , x∗I)において，任意の i ∈ {1, · · · , I}に対し，∑I
i=1 κi = 0,

∑I
i=1 θi = 1を満たす κi ∈ R, θi ∈ Rが存在して，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}につ

いて

x∗si = κi + θi

(
I∑

h=1

esh

)
が成立する．

補題 4.3.2の証明 実数空間RS において次の内積を定義する．

x, y ∈ RS , ⟨x, y⟩ :=
S∑

s=1

πsxsys = E(xy)

⟨·, ·⟩が内積の定義を満たすことは明らかで，この内積 ⟨·, ·⟩によって特徴づけられた実数空間RS

を通常の内積を備えた実数空間RS と区別するために (RS , ⟨·, ·⟩)と書くことにする．この内積
⟨·, ·⟩から誘導されるノルム ∥x∥π :=

√∑S
s=1 π

s(xs)2, x ∈ RS について (RS , ⟨·, ·⟩)は完備であ
る，つまり (RS , ⟨·, ·⟩)はヒルベルト空間である．
ここで任意のパレート効率的配分を (x∗1, · · · , x∗I)とする．任意の s ∈ {1, · · · , S}について

es :=
∑I

i=1 e
s
i とし，1S := (1, · · · , 1)⊤ ∈ RS , e := (e1, · · · , eS)⊤ ∈ RS とおく．すると 1S と

9関数 f : R → R+ が強凸関数であり，関数 g : R+ → R+ が狭義単調減少関数ならば，その合成関数 g ◦ f は
強擬凹関数である．任意の x, y ∈ R, t ∈ (0, 1)について，f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)に注意すれば，

g ◦ f(tx+ (1− t)y) = g(f(tx+ (1− t)y))

≥ g(tf(x) + (1− t)f(y))

≥ g(max{f(x), f(y)})
= min{g ◦ f(x), g ◦ f(y)}

f が強凸関数，g が狭義単調減少関数であることから，等号成立は x = y に限る．
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eによって張られる空間 span{1S , e}は高々有限個のベクトルで張られる線形部分空間なのでヒ
ルベルト空間 (RS , ⟨·, ·⟩)上の閉部分空間である．したがって span{1S , e}への直交射影を定義
でき，span{1S , e}への直交射影を与える写像を P : (RS , ⟨·, ·⟩) → span{1S , e}とする．この時，
直交射影の線形性から

I∑
i=1

P (x∗i ) = P

(
I∑

i=1

x∗i

)
= P (e) = e

が言えるので10，((x∗01 , P (x∗1)), · · · , (x∗0I , P (x∗I)))は資源制約を満たす．ここで直交射影の一般
的性質から任意の i ∈ {1, · · · , I}に対し，⟨1S , x∗i −P (x∗i )⟩ = 0と ⟨P (x∗i ), x

∗
i −P (x∗i )⟩ = 0が言

える．すなわち P (x∗i )の第 s要素を [P (x∗i )]
sと表すこととして

⟨1S , x∗i − P (x∗i )⟩ =
S∑

s=1

πs(x∗si − [P (x∗i )]
s) = E(x∗ − P (x∗i )) = 0

⟨P (x∗i ), x
∗
i − P (x∗i )⟩ =

S∑
s=1

πs[P (x∗i )]
s(x∗si − [P (x∗i )]

s) = E(P (x∗i )(x
∗ − P (x∗i ))) = 0

である．よって P (x∗i )と x∗i − P (x∗i )の共分散は

COV (P (x∗i ), x
∗
i − P (x∗i )) = E(P (x∗i )(x

∗
i − P (x∗i )))− E(P (x∗i ))E(x∗i − P (x∗i )) = 0

となる．つまり

V (x∗i ) = V (P (x∗i ) + x∗i − P (x∗i ))

= V (P (x∗i )) + 2COV (P (x∗i ), x
∗
i − P (x∗i )) + V (x∗i − P (x∗i ))

= V (P (x∗i )) + V (x∗i − P (x∗i ))

となる．ここで V (x∗i −P (x∗i )) > 0ならば V (x∗i ) > V (P (x∗i ))となり，かつE(x∗ −P (x∗i )) = 0

より E(x∗i ) = E(P (x∗i ))なので (x∗1, · · · , x∗I)のパレート効率性に反する．したがって V (x∗i −
P (x∗i )) = 0でなくてはならない．V (x∗i − P (x∗i )) = 0であるのはある実数 α ∈ Rを用いて，全
ての状態 s ∈ {1, · · · , S}について x∗si − [P (x∗i )]

s = αと表せる時だが，⟨1S , x∗i − P (x∗i )⟩ = 0で
あるので，

0 = ⟨1S , x∗i − P (x∗i )⟩ = ⟨1S , α1S⟩ = α⟨1S ,1S⟩ = α∥1S∥2π = α

となる．したがって，全ての状態 s ∈ {1, · · · , S}について x∗si − [P (x∗i )]
s = 0であり，結果

x∗si = [P (x∗i )]
sであることが言える．

任意の i ∈ {1, · · · , I}について (x∗1i , · · · , x∗Si )⊤ = P (x∗i ) ∈ span{1S , e}より，1S , eが線形独
立ならば適当な κi ∈ R, θi ∈ Rを用いて

(x∗1i , · · · , x∗Si )⊤ = κi1S + θie

と表せる．
∑I

i=1 x
∗
i = eなので(

I∑
i=1

κi

)
1S +

(
I∑

i=1

θi

)
e =

I∑
i=1

(κi1S + θie) =

I∑
i=1

(x∗1i , · · · , x∗Si )⊤ = e

である．よって
∑I

i=1 κi = 0,
∑I

i=1 θi = 1が言える．
10この場合も期待値や分散のオペレーターと同様に全ての時点の消費に対して射影写像を適用するような書き方

をしているが，実際の引数となるのは時点 1での消費だけである．この証明における以下の内積の演算やその他の
演算についても同様に解釈する．



48 第 4章 制約条件つき効率性と実質的完備性

1S , eが線形従属ならばある実数 (α, β) ∈ R2 \ {0}を用いて αe = β1S と表せる．この時，
e ̸= 0ならば，α ̸= 0, β ̸= 0なので 1S = (β/α)eと表せることから，κi = 0と置いて θi に
適当な実数を定めて (x∗1i , · · · , x∗Si )⊤ = κi1S + θieと表せる．この時，

(∑I
i=1 θi

)
e = eなので∑I

i=1 θi = 1も言える．e = 0ならば，β = 0なので，
∑I

i=1 κi = 0,
∑I

i=1 θi = 1であるような
κi, θiに対し，(x∗1i , · · · , x∗Si )⊤ = κi1S + θieと表せる． ///

効用関数が平均と分散のみに依存する場合に市場が実質的に完備となるためには少なくとも
どれだけの証券が必要であるかは，次の定理によって特徴づけられる．

4.3.3 定理 ある z := (z1, · · · , zJ)⊤ ∈ RJ が存在し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について

J∑
j=1

zja
s
j = 1

であるとする (安全資産 )．また，任意の i ∈ {1, · · · , I}について，あるwi := (wi1, · · · , wiJ)
⊤ ∈

RJ が存在し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について

J∑
j=1

wija
s
j = esi

であるとする．この時，AMEの財配分はパレート効率的である．

証明の前に，zは任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について
∑S

s=1 zja
s
j = 1であることから安全資

産と解釈できることに注意したい．なぜ安全資産と解釈できるのかと言うと，全ての状態にお
いて 1単位のペイオフを支払うようなポートフォリオであるので，変動リスクが存在しないか
らである11．

定理 4.3.3の証明 任意のパレート効率的配分を (x∗1, · · · , x∗I)とする．この時，補題 4.3.2によ
り，任意の i ∈ {1, · · · , I}に対し，ある κi ∈ R, θi ∈ Rが存在し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}に
ついて

x∗si = κi + θi

(
I∑

h=1

esh

)
が成立する．ここで任意の i ∈ {1, · · · , I}について，

y∗i := κiz + θi

(
I∑

h=1

wh

)
− wi ∈ RJ

とおけば，任意の価格ベクトル p ∈ R1+S に対し，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について

J∑
j=1

y∗ijr
s
j (p

s) = ps · (Asy∗i ) = ps ·

(
As

(
κiz + θi

(
I∑

h=1

wh

)
− wi

))

= ps ·

(
κiA

sz + θi

(
I∑

h=1

Aswh

)
−Aswi

)
= ps ·

(
κi + θi

(
I∑

h=1

esh

)
− esi

)
= ps · (x∗si − esi )

11いわゆる物価連動債 (inflation-linked bond)に相当するような資産となる．
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なので x∗i ∈ Vi(p)であり，市場は任意の価格ベクトルの下で実質的に完備である．よって，命
題 4.1.3よりAMEの財配分はパレート効率的である． ///

定理 4.3.3から消費者の効用が平均と分散のみに依存する場合は，1 + I 種類の証券で市場が
実質的に完備であり得ることが分かる．
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5.1 定義

前章で定義した制約条件つき効率性を満たす配分 (x1, · · · , xI)は，ポートフォリオの再配分
によって実行される任意の配分によってもパレート改善されない配分として定義された．しか
し，ポートフォリオの再配分を行った後に，時点 1で消費者 iは消費計画 xiを実際に消費する
とは限らない．すなわち，ポートフォリオを再配分すると，時点 1での各消費者の可処分所得が
変わるため，状態 s ∈ {1, · · · , S}で消費者 iが最も好む財ベクトルは制約条件つき効率性を満
たす xsi と異なる可能性がある．各消費者が最も好む財ベクトルを選ぶとすると，財市場の需給
均衡条件が崩れ psはもはや均衡財価格ベクトルではなくなる．そこで，ポートフォリオの再配
分が財価格に及ぼす影響を考慮した効率性概念が必要になる．それは次のように定式化される．

5.1.1 定義 (制約条件つき実行可能 (constrained feasible)) 資源制約
∑I

i=1 x
∗
i =

∑I
i=1 eiを

満たす配分 (x∗1, · · · , x∗I)が制約条件つき実行可能であるとは，次の 2条件を満たすポートフォ
リオ配分 (y1, · · · , yI) ∈ RJ × · · · ×RJ と財価格ベクトル p ∈ RN(1+S)が存在する時を言う．

1.
∑I

i=1 yi = 0

2. 全ての i ∈ {1, · · · , I}について，x∗i は以下の問題の解となる．

max
xi∈Xi

Ui(xi)

subject to p0 · x0i ≤ p0 · x∗0i ,

全ての s ∈ {1, · · · , S}について

ps · xsi ≤ ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

時点 0での財 x∗0i が移転されると考えれば，p0 · x∗0i − p0 · e0i は任意の値を取れるので，上の
定義においては自由に所得とポートフォリオの再配分が行われると解釈できる1．全ての証券が
実物証券ならば，証券 j ∈ {1, · · · , J}を通して状態 s ∈ {1, · · · , S}で得られる財ベクトルを asj
とした時に，時点 1における予算制約の右辺は ps · (esi +

∑J
j=1 yija

s
j)と書くことができる．よっ

て，所得とポートフォリオの再配分を行った後の消費者 i ∈ {1, · · · , I}の可処分所得は，初期保
有量を (x∗0i , e1i +

∑J
j=1 yija

1
j , · · · , eSi +

∑J
j=1 yija

S
j ) と見なした場合の可処分所得と等しいので，

(x∗0i , e1i +
∑J

j=1 yija
1
j , · · · , eSi +

∑J
j=1 yija

S
j )を virtual endowment と呼ぶことがある2．

5.1.2 注意 任意の AMEの均衡財配分は定義より，均衡財価格 pと均衡ポートフォリオ配分
(y1, · · · , yI)によって制約条件つき実行可能である．

1所得移転を行った後の効用最大化問題を考えているので，Debreu[1959]による equilibrium relative to the price
やMWG の price equilibrium with transfers に似た定式化になっている．ただし，MWGの概念とは異なり，こ
こでは移転額は明示されていない．

2所得移転も操作変数とした定式化はMagill and Shafer[1991]にある．
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5.1.3 注意 任意の i ∈ {1, · · · , I}について Uiが時点に対し加法分離的，つまり

Ui(xi) = u0i (x
0
i ) + Ûi(x

1
i , · · · , xSi )

ならば制約条件つき実行可能性の定義における条件 2は以下の 2条件と同値である．

1. 全ての i ∈ {1, · · · , I}について，x∗0i は以下の問題の解となる．

max
x0
i

u0i (xi)

subject to p0 · x0i ≤ p0 · x∗0i

2. 全ての i ∈ {1, · · · , I}について，(x∗1i , · · · , x∗Si )は以下の問題の解となる．

max
(x1

i ,··· ,xS
i )

Ûi(x
1
i , · · · , xSi )

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について

ps · xsi ≤ ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

時点についての加法分離性に加え，状態についても加法分離的，つまり Ûi(x
1
i , · · · , xSi ) =

∑S
s=1 u

s
i (x

s
i )

ならば，上の条件 2は下の条件 2′と同値となる．

2′. 全ての i ∈ {1, · · · , I}に対し，任意の s ∈ {1, · · · , S}について，x∗si は以下の問題の解と
なる．

max
xs
i

usi (x
s
i )

subject to ps · xsi ≤ ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

制約条件つき実行可能性を定義 5.1.1のように定義した上で，対応する制約条件つき効率性を
新しく以下のように定義する．

5.1.4 定義 (制約条件つき効率性 (constrained efficiency)) 制約条件つき実行可能な配分が
制約条件つき効率的であるとは，その配分をパレート改善するような制約条件つき実行可能な
配分が存在しない時をいう．

制約条件つき実行可能性より弱い実行可能性の概念を以下のように定義する．

5.1.5 定義 (弱い意味で制約条件つき実行可能 (weakly constrained feasible : w.c.f.)) 資源
制約

∑I
i=1 x

∗
i =

∑I
i=1 eiを満たす配分 (x∗1, · · · , x∗I)が弱い意味で制約条件つき実行可能である

とは，次の 2条件を満たすポートフォリオ配分 (y1, · · · , yI) ∈ RJ × · · · ×RJ と財価格ベクトル
p ∈ RNS が存在する時を言う．

1.
∑I

i=1 yi = 0
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2. 全ての i ∈ {1, · · · , I}について，(x∗1i , · · · , x∗Si )は以下の問題の解となる．

max
(x1

i ,··· ,xS
i )

Ui(x
∗0
i , x1i , · · · , xSi )

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について

ps · xsi ≤ ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

定義 5.1.5の条件 2は，(x∗1i , · · · , x∗Si )が時点 1における効用最大化と整合的であることのみ
を要請するので，時点 0での消費 x∗0i に課せられた条件は資源制約のみとなる．言い換えれば，
x∗0i は消費者と異なる主体，つまりプランナーに選ばれていると考えてもよい．

5.1.6 注意 任意の制約条件つき実行可能な配分は弱い意味で制約条件つき実行可能な配分でも
ある．仮にそうでないとすれば，制約条件つき実行可能な配分を (x∗1, · · · , x∗I)とし，それに対応す
る価格とポートフォリオを (p, (y∗1, · · · , y∗I ))とした時に，ある iについて，x∗0i と (p, (y∗1, · · · , y∗I ))
を固定した上で，Ui(x

∗0
i , x1i , · · · , xSi ) > Ui(x

∗
i )であり，かつ時点 1の予算制約をすべて満たす

ような消費計画 xi := (x∗0i , x1i , · · · , xSi )が存在する．この xiは制約条件つき実行可能性の定義
における条件 2の最大化問題の制約をすべて満たすので矛盾する．よって (x∗1, · · · , x∗I)は弱い
意味でも制約条件つき実行可能である．

弱い意味での制約条件つき実行可能性に対応した効率性概念を以下のように定義する．

5.1.7 定義 (強い意味での制約条件つき効率性 (strongly constrained efficiency : s.c.e.))

弱い意味で制約条件つき実行可能な配分が強い意味で制約条件つき効率的であるとは，その配
分をパレート改善するような弱い意味で制約条件つき実行可能な配分が存在しない時をいう．

強い意味で制約条件つき効率的な配分を求めるための問題は次のように定式化される．

max
((x1,y1),··· ,(xI ,yI))

(Ui(xi))
I
i=1

subject to
I∑

i=1

xi =
I∑

i=1

ei,
I∑

i=1

yi = 0 (5.1)

ただし，任意の i ∈ {1, · · · , I}に対して，(x1i , · · · , xSi )は以下の問題の解である．

max
(x̂1

i ,··· ,x̂S
i )

Ui(x
0
i , x̂

1
i , · · · , x̂Si )

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について

ps · x̂si ≤ ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

5.1.8 注意 制約条件つき実行可能な財配分が強い意味で制約条件つき効率的ならば，制約条件
つき効率的である．注意 5.1.6より，制約条件つき実行可能ならば弱い意味で制約条件つき実行
可能なので，ある制約条件つき実行可能な配分が任意の弱い意味で制約条件つき実行可能な配
分からパレート改善されないのであれば，任意の制約条件つき実行可能な配分からもパレート
改善されることはない．よって，制約条件つき効率的である．

標準的な仮定の下では注意 5.1.8の逆も成立することが，次の命題により分かる．
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5.1.9 命題 任意の i ∈ {1, · · · , I}についてXi = R
N(1+S)
+ であり，ある強単調かつ準凹な連続

関数 u0i : R
N
+ → Rと関数 Ûi : R

NS
+ → Rが存在し，任意の xi ∈ Xiについて，

Ui(xi) = u0i (x
0
i ) + Ûi(x

1
i , · · · , xSi )

が成立するとする．この時，任意の制約条件つき効率的な財配分は強い意味で制約条件つき効
率的である．

命題 5.1.9の証明 対偶を示す．任意の強い意味で制約条件つき効率的でない，弱い意味で制約
条件つき実行可能な配分 (x∗1, · · · , x∗I)を考える．この配分は強い意味で制約条件つき効率的で
ないので，この配分をパレート改善するような弱い意味で制約条件つき実行可能な配分が存在
する．また，全ての i ∈ {1, · · · , I}について u0i が連続なことから，時点 0の効用についての効
用可能性集合は閉集合となる3．よって効用可能性集合の境界点に時点 0についてパレート効率
的な配分が必ず存在する．弱い意味で制約条件つき実行可能な配分について，時点 0の消費が
満たすべき条件は資源制約のみなので，(x∗1, · · · , x∗I)をパレート改善するような，時点 0の消費
についてパレート効率的であり，かつ弱い意味で制約条件つき実行可能である配分 (x̂1, · · · , x̂I)
が存在する．
効用関数に関する仮定より，厚生経済学の第 2基本定理から，配分 (x̂01, · · · , x̂0I)を時点 0にお
いて価格均衡として達成するような時点 0の価格ベクトル p̂0 ∈ RN が存在する4．よって注意
5.1.3の条件 1が成立する．弱い意味で制約条件つき実行可能であることから，配分 (x̂1, · · · , x̂I)
に対応したスポット価格 (p̂1, · · · , p̂S)とポートフォリオ配分 (ŷ1, · · · , ŷI)が存在し，注意 5.1.3

の条件 2と定義 5.1.1の条件 1，資源制約を満たすので，(x̂1, · · · , x̂I)は制約条件つき実行可能
である．よって (x̂1, · · · , x̂I)は制約条件つき実行可能であり，かつ (x∗1, · · · , x∗I)をパレート改善
するので題意は示された． ///

命題 5.1.9より，効用関数の時点に関する加法分離性，時点 0の効用関数についての強単調性，
連続性，準凹性の仮定があれば，強い意味での制約条件つき効率性と制約条件つき効率性は同
値である．

3MWGの Chapter 16, Appendix Aを参照せよ．
4MWGの Chapter 16, Section 16.Dを参照せよ．
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5.2 Generic Inefficiency

第 4章で定義した制約条件つき効率性と違い，「大抵」の場合は，AMEは前節で定義した制約
条件つき効率性を満たさないという結果が知られている．まず，この結果を形式的に述べるため
に以下の用語法を使う．I 人の消費者の効用関数と初期保有量のペア ((U1, e1), · · · , (UI , eI))を
経済と呼ぶ．とりわけ，任意の i ∈ {1, · · · , I}について任意の時点，任意の状態，任意の消費財
に対し稲田条件を満たし，さらに時点について加法分離的で，定義域上の任意の点で gradient

の全ての要素が正かつ hessianが負値定符号なUi ∈ C∞(R
N(1+S)
++ )と5初期保有量 ei ∈ R

N(1+S)
++

からなる全ての経済の集合を E と書く6．C∞(R
N(1+S)
++ )の位相としてコンパクト – 開位相7を

考えると，E は C∞(R
N(1+S)
++ )×R

N(1+S)
++ の相対位相により，位相空間である．

J 種類の証券のペイオフ (r1, · · · , rJ)を証券構造と呼ぶ．とりわけ，全ての証券が実物資産で
ある場合は証券構造として，(r1, · · · , rJ)の代わりに，時点 1で受け取る財ベクトルが作る行列
(a1, · · · , aJ)を証券構造と呼ぶ．有限次元の実数行列に対する議論なので (a1, · · · , aJ)はRSNJ

の点と同一視できる．
E に対して，次の結果が成立する．

5.2.1 定理 (Generic Inefficiency) 8J < S,N ≥ 2, I > S(N − 1)とする．更に証券は全て実
物資産であるとする．この時，E ×RSNJ

++ についてある稠密9な開部分集合が存在し，その集合
に含まれる任意の経済と証券構造から得られるいかなる AMEの財配分も制約条件つき効率的
ではない10．

定理 5.2.1の結果について簡単に見ておく．J < S は (任意の i ∈ {1, · · · , I}についてXi =

R
N(1+S)
+ であり，かつ p ∈ R

N(1+S)
++ ならば)市場が完備ではないことを意味する．仮定に反し

て市場が完備ならば，AMEはパレート効率的である．よって，この定理は市場の不完備性がパ
レート効率性に関して極めてネガティブに働くことを意味している．N ≥ 2は文字通り 1財の
場合を除外することを意味している．後で見るように，1財の場合はこの定理は成立しない．
定理 5.2.1の証明は，均衡配分は制約条件つき効率性を特徴づける 1階条件を「大抵」の場合
満たしていないことを用いれば得られる．以下ではこの結果を直接証明することはしないで，定

5任意の正の整数 k,m ∈ N に対し，開集合 A ⊆ Rm について，Ck(A)という集合は，定義域を Aとする k 回
連続微分可能な全ての実数値関数からなる集合を指す．特に C∞(A)と書けば，定義域を Aとする無限回連続微分
可能な全ての実数値関数からなる集合を指す．C(A)と書けば，定義域を Aとする全ての実数値連続関数からなる
集合を指す．C∞(A) ⊆ · · · ⊆ C2(A) ⊆ C1(A) ⊆ C(A)の包含関係が成立する．

6これらの仮定は命題 5.1.9の条件を全て満たしているので，本節の議論では制約条件つき効率性と強い意味での
制約条件つき効率性は区別されない．

7無限回微分可能な実数値関数 f : R → R全てからなる集合を C∞ とする．更に，B ∈ Rを任意のコンパクト
集合とする．この時 ∥f∥B := supk∈N supx∈B |dkf(x)/dxk|を定義する．この ∥f∥B によって導入される位相をコ
ンパクト – 開位相と呼ぶ．この概念は偏微分や適切なノルムを導入することで無限回微分可能な f : Rn → Rm に
ついても拡張できる．

8典型的な性質であるということを指して genericと言う．genericであることの形式な定義は，経済の部分集合
を適当なパラメーター化により，ユークリッド空間の部分集合と同一視して，稠密な開集合であるだけでなく補集合
がルベーグ測度ゼロであることも含めることが多い．ルベーグ測度ゼロとは，実数空間上の (ルベーグ可測な)集合
について，その集合のルベーグ測度が 0であるような場合を指す．例えば，有理数全体からなる集合は 1次元ルベー
グ測度ゼロである．孤立した点からなる集合 ({1}, {1,

√
2, 3}など)と，高々可算個のそれらの集合によって作られ

る和集合，積集合は全て 1次元ルベーグ測度ゼロである．また任意の正の整数 nについて，(ルベーグ可測な)部分
集合 A ⊆ Rn に含まれる線形独立なベクトルの最大個数が n− 1以下ならば，Aは n次元ルベーグ測度ゼロである．

9距離空間 (X, d)上の集合 B について，その部分集合 A ⊆ B が稠密であるとは，全ての b ∈ B について A上
にある点列 (an)

∞
n=1 が存在し，d(an, b) → 0を満たす時を言う．例えば，有理数全体の集合は実数全体の集合につ

いて稠密である．また，任意の閉区間 [a, b] ⊂ Rに対し，C[a, b]は，[a, b]上で (ルベーグ積分の意味で)可積分な
関数全体からなる集合 (L1[a, b]と書く)について稠密である．稠密であるという性質は，極限を取ることによって
結果を拡張できる場合に，稠密集合上で議論が展開できることから特に有用な性質である (例えば，1次関数の十分
条件を証明する時に，有理数全体の集合が実数全体の集合について稠密であることを用いる)．

10消費集合が Xi = R
N(1+S)
+ の場合の結果がMagill and Shafer[1991]にある．
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理 5.2.1の証明の論法の一部を用いて11，AMEが強い意味で制約条件つき効率的になるための
必要条件を導く．
まず，制約条件つき効率性のためのパレート問題を定式化するために，関数Vi : R

N ×(RN
++×

R+)
S → Rを次のように定義する．次の最大化問題を考える．

max
(x1

i ,··· ,xS
i )

Ui(x
0
i , x

1
i , · · · , xSi )

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について
ps · xsi ≤ ws

i

この最大化問題の解が達成する効用水準の最大値を，時点 0での消費，価格と初期富の関数
Vi(x

0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i ))とみなす．関数 Viは時点 0についての (直接)効用関数，時点 1に
ついての間接効用関数だと解釈できる．Viは以下で述べる性質を持つ．

5.2.2 例 任意の i ∈ {1, · · · , I}について，ある関数 u0i : RN → Rと Ûi : RNS → R が存
在して，任意の xi ∈ Xi に対し，Ui(xi) = u0i (x

0
i ) + Ûi(x

1
i , · · · , xSi )と書けるならば，任意の

(x0i , (p
1, w1

i ), · · · , (pS , wS
i ))に対し，

Vi(x
0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i )) = u0i (x
0
i ) + V̂i((p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i ))

が成立する．ただし，関数 V̂i : (R
N
++ ×R+)

S → Rは以下の最大化問題の解が達成する効用水
準の最大値として定義される．

max
(x1

i ,··· ,xS
i )

Ûi(x
1
i , · · · , xSi )

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について
ps · xsi ≤ ws

i

5.2.3 例 任意の i ∈ {1, · · · , I}において，任意の状態 s ∈ {0, 1, · · · , S}に対し，ある関数 usi :

RN → Rが存在して，任意の xi ∈ Xiに対し，Ui(xi) =
∑S

s=0 u
s
i (x

s
i )と書けるならば，任意の

(x0i , (p
1, w1

i ), · · · , (pS , wS
i ))に対し，

Vi(x
0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i )) = u0i (x
0
i ) +

S∑
s=1

vsi (p
s, ws

i )

が成立する．ただし，任意の s ∈ {1, . . . , S}について，関数 vsi : RN
++ ×R+ → Rは以下の最

大化問題の解が達成する効用水準の最大値として定義される．

max
xs
i

usi (x
s
i )

subject to ps · xsi ≤ ws
i

ここで定義した Viについて，次のようなRoyの恒等式の一般化が成立する．

5.2.4 命題 (一般化されたRoyの恒等式) 任意の i ∈ {1, · · · , I}と任意の s ∈ {1, · · · , S}につ
いて，(x0i , ((p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i )))に対し，

−
(
∂Vi(x

0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i ))

∂ws
i

)−1
∂Vi(x

0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i ))

∂ps
= xsi (x

0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i ))

11どちらの証明も 1階条件を用いる．
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が成り立つ．ただし (xsi (x
0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i )))
S
s=1は以下の問題の解である．

max
(x1

i ,··· ,xS
i )
Ui(x

0
i , x

1
i , · · · , xSi ) (5.2)

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について ps · xsi ≤ ws
i

命題 5.2.4の証明 任意の i ∈ {1, · · · , I}について任意の x0i を固定する．効用関数の強単調性か
ら最大化問題 (5.2)は以下の等式制約付き最大化問題と同値である．

max
(x1

i ,··· ,xS
i )
Ui(x

0
i , x

1
i , · · · , xSi )

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について ps · xsi = ws
i

ここで p = (p1, · · · , pS)，wi = (w1
i , · · · , wS

i )
⊤と表すことにする．表記の簡略化のため x0i は省

略する．任意の s ∈ {1, · · · , S}に対し，最適解 xsi (p, wi)におけるラグランジュ乗数を λs(p, wi)

とすると，全ての p, wiについて

Vi(p, wi) = Ui(x
1
i (p, wi), · · · , xSi (p, wi)) +

S∑
s=1

λs(p, wi)(w
s
i − ps · xsi (p, wi))

が成立する．よって，任意の s ∈ {1, · · · , S}について

∂Vi(p, wi)

∂ps
=

∂Ui(x
1
i (p, wi), · · · , xSi (p, wi))

∂ps
+

S∑
ŝ=1

λŝ(p, wi)
∂(wŝ

i − pŝ · xŝi (p, wi))

∂ps

+
S∑

ŝ=1

∂λŝ(p, wi)

∂ps
(wŝ

i − pŝ · xŝi (p, wi))

=

S∑
ŝ=1

N∑
n=1

∂Ui

∂xŝin(p, wi)

∂xŝin(p, wi)

∂ps
+

S∑
ŝ=1

λŝ(p, wi)

N∑
n=1

∂(wŝ
i − pŝ · xŝi (p, wi))

∂xŝin(p, wi)

∂xŝin(p, wi)

∂ps

−λs(p, wi)x
s
i (p, wi)

=

S∑
ŝ=1

N∑
n=1

(
∂Ui

∂xŝin(p, wi)
+ λŝ(p, wi)

∂(wŝ
i − pŝ · xŝin(p, wi))

∂xŝin(p, wi)

)
∂xŝin(p, wi)

∂ps

−λs(p, wi)x
s
i (p, wi)

= −λs(p, wi)x
s
i (p, wi)

∂Vi(p, wi)

∂ws
i

=
∂Ui(x

1
i (p, wi), · · · , xSi (p, wi))

∂ws
i

+

S∑
ŝ=1

λŝ(p, wi)
∂(wŝ

i − pŝ · xŝi (p, wi))

∂ws
i

+

S∑
ŝ=1

∂λŝ(p, wi)

∂ws
i

(wŝ
i − pŝ · xŝi (p, wi))

=
S∑

ŝ=1

N∑
n=1

∂Ui

∂xŝin(p, wi)

∂xŝin(p, wi)

∂ws
i

+
S∑

ŝ=1

λŝ(p, wi)
N∑

n=1

∂(wŝ
i − pŝ · xŝi (p, wi))

∂xŝin(p, wi)

∂xŝin(p, wi)

∂ws
i

+λs(p, wi)

=

S∑
ŝ=1

N∑
n=1

(
∂Ui

∂xŝin(p, wi)
+ λŝ(p, wi)

∂(wŝ
i − pŝ · xŝi (p, wi))

∂xŝin(p, wi)

)
∂xŝin(p, wi)

∂ws
i

+λs(p, wi)

= λs(p, wi)
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である．したがって
∂Vi(p, wi)

∂ps
= −∂Vi(p, wi)

∂ws
i

xsi (p, wi)

であるので題意は示された． ///

命題 5.2.4の証明方法自体は，標準的な消費者理論における Royの恒等式の証明とさほど変
わらず，最大化の必要条件から包絡線定理 (envelope theorem)が成立することを示す形になる．
異なるのは，状態ごとの所得の限界効用 ∂Vi/∂w

s
i が登場する点である．またほかの証明法とし

て双対問題を用いたものもある．

命題 5.2.4の別の証明任意の i ∈ {1, · · · , I}について任意の x0i を固定する．表記の簡略化のた
め x0i は省略する．また，p = (p1, · · · , pS)，wi = (w1

i , · · · , wS
i )

⊤と表すことにする．この時，最
大化問題 (5.2)の双対問題として以下の問題を考える．

min
(p,wi)

Vi(p, wi)

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について (5.3)

ps · x∗si ≤ ws
i

ただし，x∗si , s = 1, · · · , Sは最大化問題 (5.2)の解である．ラグランジュ関数は

Li(p, wi) = Vi(p, wi) +

S∑
s=1

µs
i (w

s
i − ps · x∗si )

なので，問題 (5.3)の最適解が問題 (5.2)における p, wに一致するならば，1階条件から命題 5.2.4

が成立することが分かる．この時，Vi(p, wi)は任意の s ∈ {1, · · · , S}について (psi , w
s
i )に関し

て凸であることが示せる．よって問題 (5.3)の最適解は一意であり，ここで効用関数は凹性を保
持するので，問題 (5.3)についてその最適解 p∗, w∗は双対定理から問題 (5.2)における p, wに一
致する．よって題意は示された． ///

次の命題が示すように，(Uiを用いた)効用最大化問題は Viを用いることで幾分簡単化するこ
とができる．

5.2.5 命題 任意の i ∈ {1, · · · , I}について，次の 2つの問題

max
(xi,yi)∈Xi×RJ

Ui(xi)

subject to p0 · x0i +
J∑

j=1

qjyij ≤ p0 · e0i (5.4)

全ての s ∈ {1, · · · , S}について

ps · xsi ≤ ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

および，

max
(x0

i ,yi)∈RN×RJ
Vi

x0i ,

ps, ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

S

s=1

 (5.5)

subject to p0 · x0i +
J∑

j=1

qjyij ≤ p0 · e0i
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に対し，次の 2つが成立する．

1. (xi, yi)が問題 (5.4)の解ならば，(x0i , yi)は問題 (5.5)の解である．

2. (x0i , yi)が問題 (5.5)の解ならば，ある (x1i , · · · , xSi )が存在して，(x0i , x
1
i , · · · , xSi , yi)は問

題 (5.4)の解である．

命題 5.2.5の証明 まず 1.についての証明を行う．問題 (5.4)の解 (xi, yi)について，(x0i , yi)が
問題 (5.5)の解ではないと仮定する．この時，ある (x̂0i , ŷi)が存在し，問題 (5.5)の制約を満た
し，かつ

Vi

x̂0i , (p
s, ps · esi +

J∑
j=1

ŷijr
s
j (p

s))Ss=1

 > Vi

x0i , (p
s, ps · esi +

J∑
j=1

yijr
s
j (p

s))Ss=1

 ≥ Ui(xi)

である．ここで，Vi

(
x̂0i , (p

s, ps · esi +
∑J

j=1 ŷijr
s
j (p

s))Ss=1

)
を達成し，かつ (x̂0i , ŷi)を固定した

下で時点 1での予算制約を満たすような (x̂1i , · · · , x̂Si )を取ることが，関数 Viの定義より必ずで
きる．したがって x̂i := (x̂0i , x̂

1
i , · · · , x̂Si ) とすれば，定義より (x̂i, ŷi)は問題 (5.4)の制約を満た

し，かつ

Ui(x̂i) = Vi

x̂0i , (p
s, ps · esi +

J∑
j=1

ŷijr
s
j (p

s))Ss=1


である．よって

Ui(x̂i) > Ui(xi)

となり，(xi, yi)が問題 (5.4)の効用最大化解であることと矛盾する．よって (x0i , yi)は問題 (5.5)

の解である．
次に 2.についての証明を行う．対偶を証明することにする．問題 (5.5)の制約を満たすよう
なある (x0i , yi)について，(x0i , yi)を固定した上で問題 (5.4)の制約を満たすように取った任意の
(x1i , · · · , xSi )に対し，(x0i , x

1
i , · · · , xSi , yi)は問題 (5.4)の解とはならないとする．この時，ある

(x̂i, ŷi)が問題 (5.4)の制約を満たすように存在し，

Ui(x̂i) > Ui(xi)

である．この場合，(x̂0i , ŷi)は問題 (5.5)の制約を満たす．この x̂0i と ŷiを固定した時，

Vi

x̂0i , (p
s, ps · esi +

J∑
j=1

ŷijr
s
j (p

s))Ss=1

 ≥ Ui(x̂i) > Ui(x
0
i , x

1
i , · · · , xSi )

が成立する．(x0i , yi)を固定した上で，(x1i , · · · , xSi )は問題 (5.4)の制約を満たす範囲で任意に選
べるので時点 1の予算制約を必ず満たすために，

Vi

x̂0i , (p
s, ps · esi +

J∑
j=1

ŷijr
s
j (p

s))Ss=1

 > Vi

x0i , (p
s, ps · esi +

J∑
j=1

yijr
s
j (p

s))Ss=1


が得られる．したがって，(x0i , yi)は問題 (5.5)の解ではない． ///

二つの問題，(5.4)と (5.5)は実質的に同じだが，最大化問題 (5.5)は制約式が 1本のみなので，
最大化問題 (5.4)の代わりに (5.5)を用いたほうが一階条件が簡単になる．
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先に定義した Viを用いれば，問題 (5.1)は次の最大化問題として書き換えられる．

max
(x1, · · · , xI) ∈ X1 × · · · ×XI ,

(p1, · · · , pS) ∈ RNS ,
(y1, · · · , yI) ∈ RJ × · · · ×RJ

Vi

x0i ,

ps, ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

S

s=1




I

i=1

subject to
I∑

i=1

xi =
I∑

i=1

ei, (5.6)

I∑
i=1

yi = 0

ただし，任意の i ∈ {1, · · · , I}について，以下の最大化問題

max
(x̂1

i ,··· ,x̂S
i )

Ui(x
0
i , x̂

1
i , · · · , x̂Si )

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について

ps · x̂si ≤ ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

の解が (x1i , · · · , xSi )であり，その最大値が Vi(x
0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i )) である．
さらに，このパレート問題 (5.6)について，次の仮定をおけば，(x1, · · · , xI)と (y1, · · · , yI)だ
けを操作変数とする最大化問題に書き換えることができる．

5.2.6 仮定 ポートフォリオベクトルの配分についての集合 Y を以下のように定義する．

Y :=

{
y = (y1, · · · , yI) ∈ RJ × · · · ×RJ

∣∣∣ I∑
i=1

yi = 0

}

つまり，集合 Y に含まれるポートフォリオベクトルの配分は必ず資源制約を満たす．
任意のAMEにおけるポートフォリオ配分 (y∗1, · · · , y∗I ) ∈ Y と時点 1のスポット価格ベクトル

(p∗1, · · · , p∗S)に対し，十分小さな ϵ > 0を取れば，以下の条件を満たす，(y∗1, · · · , y∗I )の ϵ – 近
傍と Y の共通部分を定義域に含む，(p∗1, · · · , p∗S)の ϵ – 近傍への方向微分可能な関数Gが存在
する．Gの定義域の任意の y := (y1, · · · , yI)に対し，以下の条件を満たす (ps, (xs1, · · · , xsI))Ss=1

が存在する．(p1, · · · , pS) = (G1(y), · · · , GS(y))であり，

1. 任意の s ∈ {1, · · · , S}に対し，ps1 = 1である．

2. 任意の i ∈ {1, · · · , I}と xiに対し，(x1i , · · · , xSi )は次の問題の解である．

max
(x̂1

i ,··· ,x̂S
i )

Ûi(x̂
1
i , · · · , x̂Si )

subject to 全ての s ∈ {1, · · · , S}について

ps · x̂si ≤ ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

Ûiは時点 1での効用関数を表す (例 5.2.2における Ui = u0i + Ûi)．
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3. 任意の s ∈ {1, · · · , S}に対し，
I∑

i=1

xsi =

I∑
i=1

esi

が成り立つ．

方向微分については後に述べる．仮定 5.2.6は単に技術的な要請なのではなく，任意の s ∈
{1, · · · , S}について，AMEの均衡スポット価格ベクトル ps が regularであることを要請して
いる12．また，仮定 5.2.6は，陰関数定理 (implicit function theorem)との関係から考えること
ができる．効用関数の時点についての加法分離性に加えて，状態についての加法分離性も仮定
できる時に，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}において，価格 ps に対する状態 sの財の総超過需要
関数のヤコビ行列 (Jacobian matrix)の階数がN − 1であるならば，陰関数定理から仮定 5.2.6

が成立することが分かる．このヤコビ行列の階数についての条件こそまさに価格 psについての
regularityに他ならない．
仮定 5.2.6により，ポートフォリオ配分 (y1, · · · , yI)を固定すれば，時点 1のAMEの均衡ス
ポット価格ベクトルは (y1, · · · , yI)の連続微分可能な関数を用いて表せる．したがって，最大化
問題 (5.6)により強い意味で制約条件つき効率的であることを調べる場合は以下の最大化問題を
考えれば十分である．

max
(x0

1,··· ,x0
I),(y1,··· ,yI)

Vi

x0i ,

Gs(y), Gs(y) · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (G

s(y))

S

s=1




I

i=1

subject to

I∑
i=1

x0i =

I∑
i=1

e0i (5.7)

5.2.7 注意 問題 (5.7)の制約を満たす (x01, · · · , x0I), (y1, · · · , yI)に対応して得られる (x1, · · · , xI)
は弱い意味で制約条件つき実行可能であるが，Gの定義域は AMEにおけるポートフォリオ配
分の近傍なので，任意の弱い意味で制約条件つき実行可能である配分が問題 (5.7)の制約を満た
すとは限らない．

AMEの配分 ((x∗1, y
∗
1), · · · , (x∗I , y∗I ))が問題 (5.7)の解でないことを確認すれば，AMEの財配

分 (x1, · · · , xI)がこの章の意味での制約条件つき効率性を満たさないことが言える．以下では，
問題 (5.7)を用いて制約条件つき効率性を満たすための条件を導く．その前に，方向微分を導入
する．部分集合 A ⊆ Rnについて連続関数 F : A → Rmに対し，t ∈ R++, y, z, y + tz ∈ Aで
ある時，

lim
t→0

∥∥∥F (y + tz)− F (y)

t
−∇F (y; z)

∥∥∥ = 0

を満たすような∇F (y; z)が存在するならば，∇F (y; z)を関数 F の点 yにおける z方向への方
向微分と呼ぶ．仮に F (y)の全ての要素が点 y ∈ Aで全ての引数について偏微分可能で，かつそ
の偏微分が点 yにおいて連続ならば，F の点 yにおけるヤコビ行列を JF (y)とした時に，

∇F (y; z) = JF (y)z

となる．以下で簡単な証明を与える．F の第 i要素 Fiについて平均値の定理を n回繰り返し適
用することで，

Fi(y + tz)− Fi(y)

t
=

n∑
j=1

(
∂Fi(y)

∂yj
+ ϵij(z, t)

)
zj

12regularityの定義についてはMagill-Shafer[1991] 1541.p を参照せよ．
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と書ける．ここで

ϵij(z, t) =
∂Fi(y1, · · · , yj−1, yj + θijzj , yj+1 + tzj+1, · · · , yn + tzn)

∂yj
− ∂Fi(y)

∂yj

である．ただし θij ∈ [0, t]である．t → 0とすればF の偏微分についての連続性から ϵij(z, t) → 0

なので，目的の等式を得る．なぜ方向微分を導入するのかと言えば，仮定 5.2.6における関数G

について，ポートフォリオについての資源制約を常に満たすように定義域を限定した場合に，通
常の意味での偏微分ができない場合もあるからである．
ここで仮定 5.2.6における関数Gについて，その微分可能性をより詳しく見ていこう．Y は
線形部分空間であることが容易に確認できるので，AMEのポートフォリオ配分を y∗ ∈ Y と
し，その ϵ – 近傍を Uϵ(y

∗)と置けば，y, z ∈ Uϵ(y
∗) ∩ Y について，十分小さい t > 0を取れば，

y + tz ∈ Uϵ(y
∗) ∩ Y であることが言える．よって z方向への yにおける方向微分を定義でき，

∇G(y; z)と表すことができる．

5.2.8 命題 仮定 5.2.6が成立するとする．また資源制約を満たす任意のポートフォリオ配分を
z = (z1, · · · , zI)とする．この時，AME(p, q, (x∗1, y

∗
1), · · · , (x∗I , y∗I ))の財配分 (x1, · · · , xI)が制

約条件つき効率的ならば，

I∑
h=1

S∑
s=1

λs
h(x

∗0
h , (ps, ps·esh+

J∑
k=1

y∗hkr
s
k(p

s))Ss=1)∇Gs(y∗; z)·

(
x∗sh −

(
esh −

J∑
k=1

y∗hk
∂rsk(G

s(y∗))

∂ps

))
= 0

が成立する．ただし，任意の i ∈ {1, · · · , I}, s ∈ {1, · · · , S}について

λs
i (x

0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i )) :=

∂Vi

∂ws
i

(x0i , (p
1, w1

i ), · · · , (pS , wS
i ))

∂Vi

∂x0i1
(x0i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i ))

である．

命題 5.2.8の証明 AME(p, q, (x∗1, y
∗
1), · · · , (x∗I , y∗I ))の財配分 (x1, · · · , xI)が制約条件つき効率的

であると仮定する．仮定 5.2.6が成立するので，仮定 5.2.6を満たすような，ポートフォリオ配
分から時点 1のスポット価格への連続関数Gが存在する．
まずAMEの一階条件を求める．命題 5.2.5より，任意の i ∈ {1, · · · , I}について，効用最大
化問題を最大化問題 (5.5)で代理してもよい．最大化問題 (5.5)の一階条件はラグランジュ乗数
αi > 0について以下のように書き表される．

1. (時点 0の財ベクトルについての 1階条件)任意の n ∈ {1, · · · , N}について，

∂Vi(x
∗0
i , (Gs(y∗), Gs(y∗) · esi +

∑J
k=1 y

∗
ikr

s
k(G

s(y∗)))Ss=1)

∂x0in
− αip

0
n = 0

である．以下では，表記の簡略化のために Viの独立変数を省略して書く．

2. (ポートフォリオベクトルについての 1階条件)任意の j ∈ {1, · · · , J}について，チェーン
ルールより

S∑
s=1

∂Vi(·)
∂ws

i

rsj (G
s(y∗))− αiqj = 0

である．
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この一階条件からラグランジュ乗数 αiを消去すると，

S∑
s=1

∂Vi(·)
∂ws

i

rsj (G
s(y∗))−

∂Vi(·)
∂x0i1
p01

qj = 0 (5.8)

が得られる．よって，

λs
i (x

0
i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i )) :=

∂Vi

∂ws
i

(x0i , (p
1, w1

i ), · · · , (pS , wS
i ))

∂Vi

∂x0i1
(x0i , (p

1, w1
i ), · · · , (pS , wS

i ))

とすれば，

S∑
s=1

λs
i

(
x∗0i , (Gs(y∗), Gs(y∗) · esi +

J∑
k=1

y∗ikr
s
j (G

s(y∗)))Ss=1

)
rsj (G

s(y∗)) =
qj
p01

(5.9)

が成立する．以下では，表記の簡略化のために λs
i の独立変数を省略して書く．

次に，制約条件つき効率性のための必要条件を求める．この節における効用関数に対しての
仮定から，もしAMEが制約条件つき効率性を満たすならば，ある (µ1, · · · , µI) ∈ RI

++とラグ
ランジュ乗数 (κ1, · · · , κN ) ∈ RN ,が存在し，次の一階条件が成立する．

1. (時点 0の財ベクトルについての 1階条件)任意の i ∈ {1, · · · , I}, n ∈ {1, · · · , N}について，

µi
∂Vi(·)
∂x0in

− κn = 0

である．

2. (ポートフォリオ配分の 1階条件)任意の z ∈ Y，つまり全ての j ∈ {1, · · · , J}について∑I
i=1 zij = 0であるような任意の z ∈ (RJ)I に対し

I∑
h=1

µh

S∑
s=1

∂Vh(·)
∂ws

h

J∑
k=1

rsk(G
s(y∗))zhk

+
I∑

h=1

µh

S∑
s=1

∂Vh(·)
∂ps

· ∇Gs(y∗; z) (5.10)

+

I∑
h=1

µh

S∑
s=1

∂Vh(·)
∂ws

h

(
∇Gs(y∗; z) · esh +

J∑
k=1

y∗hk
∂rsk(G

s(y∗))

∂ps
· ∇Gs(y∗; z)

)
= 0

である13．

ここで命題 5.2.4より，任意の h ∈ {1, · · · , I}, s ∈ {1, · · · , S}について，
−(∂Vh(·)/∂ws

h)
−1(∂Vh(·)/∂ps) = x∗sh が成立するので，(5.10)の左辺第 2項目と第 3項目は

I∑
h=1

S∑
s=1

µh
∂Vh(·)
∂ws

h

∇Gs(y∗; z) ·

(
−x∗sh + esh +

J∑
k=1

y∗hk
∂rsk(G

s(y∗))

∂ps

)
13価格もポートフォリオの操作によって影響を受けるので第 2項目と第 3項目が必要になる．
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と書き換えられる．よって，
I∑

h=1

S∑
s=1

µh
∂Vh(·)
∂ws

h

(
J∑

k=1

rsk(G
s(y∗))zhk +∇Gs(y∗; z) ·

(
−x∗sh + esh +

J∑
k=1

y∗hk
∂rsk(G

s(y∗))

∂ps

))
= 0

となる．また，任意の h ∈ {1, · · · , I}について，κ1 = µh∂Vh(·)/∂x0h1なので，上の式を κ1で割
ると，
I∑

h=1

S∑
s=1

λs
h(·)

(
J∑

k=1

rsk(G
s(y∗))zhk −∇Gs(y∗; z) ·

(
x∗sh −

(
esh +

J∑
k=1

y∗hk
∂rsk(G

s(y∗))

∂ps

)))
= 0 (5.11)

が得られる．(5.11)に (5.9)を代入して整理すると，

I∑
h=1

S∑
s=1

λs
h(·)∇Gs(y∗; z) ·

(
x∗sh −

(
esh +

J∑
k=1

y∗hk
∂rsk(G

s(y∗))

∂ps

))
=

I∑
h=1

J∑
k=1

qk
p01

zhk = 0 (5.12)

となる．(5.12)の左辺が題意の式なので，AMEが制約条件つき効率性を満たすならば，題意の
式は 0に等しい． ///

AMEの財配分で評価された (5.12)の左辺が 0に等しければ，AMEは制約条件つき効率性の
必要条件を満たさないことになるので，AMEの財配分は制約条件つき効率的ではない．一般に
は (5.12)の左辺は 0にはならない．
次に，(5.12)の左辺が 0になる例をいくつか挙げる．

5.2.9 例 (1財の場合) N = 1ならば，Gs = 1であるので，命題 5.2.8は自明に成立する．実
際，N = 1ならば，AMEの財配分は制約条件つき効率的である．このことを命題 5.2.8によら
ずに示すことができる．
AMEならば当然，弱い意味で制約条件つき実行可能である．また，定義 5.1.5の条件 2の最
大化問題における不等式制約について，効用関数の強単調性を考えれば，等式制約に変えても
よい．よって，この場合は定義 5.1.5の条件 2の操作変数の取る領域は Vi(p)と一致する．さら
に，全ての資産が実物資産であるとすれば，1財の場合は例 4.1.4より，Vi(p)は pによらずに決
定する．すなわち，価格ベクトルによらずに弱い意味で制約条件つき実行可能であるかどうか
が決定する．したがって，この場合において，第 4章とこの章で定義した制約条件つき効率性
は同値であると言える．よって命題 4.1.3より，1財の場合においてはAMEの財配分はこの章
の意味で制約条件つき効率的である．

次にN ≥ 2である場合に，(5.12)の左辺が 0になるための条件を調べる．任意の i ∈ {1, · · · , I}
について，効用関数Uiは加法分離性Ui(xi) =

∑S
s=0 u

s
i (x

s
i )を満たすとする．また全ての証券は

実物資産であると仮定する．さらに，任意の状態 s ∈ {0, 1, · · · , S}について，AMEの均衡ス
ポット価格 psは regularであると仮定する．任意の s ∈ {0, 1, · · · , S}について次の問題

max
xs
i

usi (x
s
i )

subject to ps · xsi ≤ ws
i

の解 fs
i (p

s, ws
i ) ∈ RN の第 2成分から第 N 成分までを f̂s

i (p
s, ws

i ) ∈ RN−1と書くことにする．
f̂ は微分可能であると仮定する．ここで，任意の s ∈ {1, · · · , S}について，関数 F s : ({1} ×
RN−1

++ )× (RJ)I → RN−1を

F s(ps, y) :=

I∑
i=1

f̂s
i (p

s, ps ·

esi +

J∑
j=1

yija
s
j

)−

êsi +

J∑
j=1

yij â
s
j


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と定義する．ただし，êsi = (esi2, · · · , esiN ), âsj = (asj2, · · · , asjN )である．すなわち，F sは状態 s

における第 2財から第N 財までの超過需要関数である．F s(ps, y) = 0はポートフォリオ配分が
yである時に，AMEの均衡スポット価格が psであることと同値なので，psの regularityから，
陰関数定理より，先に定義した C1級関数Gが y∗の ϵ−近傍で定義可能である．よって，Gの
方向微分∇G(y; z)は偏微分を使った形式で表現することができ，

∇Gs(y; z) =
I∑

i=1

J∑
j=1

∂Gs(y)

∂yij
zij

である．仮に，∂Gs(y)/∂yij が iに依存しない関数As
j(y)で書けるのであれば，

∇Gs(y; z) =

I∑
i=1

J∑
j=1

As
j(y)zij =

J∑
j=1

As
j(y)

I∑
i=1

zij = 0

となる．つまり，この場合においては，命題5.2.8の仮定を満たす十分条件の一つとして，∂Gs(y)/∂yij

が iに依存しないことが挙げられる．
F s(Gs(y), y) = 0の両辺を yij で微分すると，

∂F s(Gs(y), y)

∂Ĝs(y)

∂Ĝs(y)

∂yij
+

∂f̂ s
i (·)

∂ws
i

(ps · asj)− âsj = 0

が得られる．ただし，Ĝs(y) = (Ĝs
2(y), · · · , Ĝs

N (y))⊤．したがって，psの regularityからヤコビ
行列 ∂F s(·)/∂Ĝs(y)の逆行列が存在して，

∂Ĝs(y)

∂yij
= −

(
∂F s(Gs(y), y)

∂Ĝs(y)

)−1
∂f̂s

i (G
s(y), Gs(y) ·

(
esi +

∑J
j=1 yija

s
j

)
)

∂ws
i

(ps · asj)− âsj


が成立する．よって

∂f s
1 (G

s(y), Gs(y) ·
(
es1 +

∑J
j=1 y1ja

s
j

)
)

∂ws
1

= · · · =
∂f s

I (G
s(y), Gs(y) ·

(
esI +

∑J
j=1 yIja

s
j

)
)

∂ws
I

が命題 5.2.8の仮定を満たす十分条件の一つとなる．上の式が成立するためには，例えば，全て
の消費者の間接効用関数がGorman formであればよい14．したがって，選好がホモセティック
である場合や，CES効用関数，準線形効用関数の場合に成り立つ．
Gorman formならば，usi に対する間接効用関数 vsi : RN ×R → Rが以下の ws

i についての
アフィン形で書ける．

vsi (p
s, ws

i ) = αs
i (p

s) + βs(ps)ws
i

よって一般化されたRoyの恒等式から，

fs
i (p

s, ws
i ) = −

(
∂vsi (p

s, ws
i )

∂ws
i

)−1 ∂vsi (p
s, ws

i )

∂ps

= − (βs(ps))−1

(
∂αs

i (p
s)

∂ps
+

∂βs(ps)

∂ps
ws
i

)
が成立する．すなわち

∂f s
i (p

s, ws
i )

∂ws
i

= − (βs(ps))−1 ∂β
s(ps)

∂ps
= −∂ log βs(ps)

∂ps

14Gorman formについてはMWG, Chapter 4を参照せよ．
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となり，iに依存しない形となる．
Gに対する条件づけではない，(5.12)の左辺が 0に等しくなるような条件の 1例が次の例に
なる．

5.2.10 例 任意の h ∈ {1, · · · , I}と s ∈ {1, · · · , S}について，

x∗sh −

(
esh +

J∑
k=1

y∗hk
∂rsk(G

s(y∗))

∂ps

)
= 0

が成り立つ時，(5.12)の左辺は 0に等しくなる．この時は，全ての証券が実物資産ならば，

x∗sh −

(
esh +

J∑
k=1

y∗hka
s
k

)
= 0

であるので，初期保有量と証券取引により受け取る消費財をそのまま消費するのが最適になり，
スポット市場で追加的な取引は行われない．したがって，すべての消費者の均衡における財配
分は virtual endowmentであり，(5.12)の左辺は 0に等しくなる．特に sunspot-freeな均衡 (系
4.2.8)は上の式を満たす．

完備市場下では必ず制約条件つき効率性が満たされることが次の命題により分かる．

5.2.11 命題 AMEの均衡スポット価格 pについて，

rank R(p) = S

ならば，(5.12)の左辺は 0に等しくなる．

命題 5.2.11の証明 (5.8)を qj/p
0
1について解けば，任意の i ∈ {1, · · · , I}について，

qj
p01

=

S∑
s=1

∂Vi(·)/∂ws
i

∂Vi(·)/∂x0i1
rsj (p

s) =

S∑
s=1

λs
i (·)rsj (ps)

が任意の j ∈ {1, · · · , J}について得られる．また，p01 = 1と標準化しても一般性は失われな
い．よって，ベクトル λi(·) := (λ1

i (·), · · · , λS
i (·))⊤ ∈ RS

++は状態価格ベクトルになる．さらに，
rank R(p) = Sより状態価格ベクトルは一意なので，λ(·) := λ1(·) = · · · = λI(·)であり，iには
依存しない．よって，任意の状態 s ∈ {1, · · · , S}について，

I∑
h=1

S∑
s=1

λs(·)∇G(y∗; z) ·

(
x∗sh −

(
esh +

J∑
k=1

y∗hk
∂rsk(G

s(y∗))

∂ps

))

=
S∑

s=1

λs(·)∇G(y∗; z) ·

(
I∑

h=1

(x∗sh − esh)−
J∑

k=1

(
I∑

h=1

y∗hk

)
∂rsk(G

s(y∗))

∂ps

)
= 0

となる．最後の等号は需給均衡条件による．よって，(5.12)の左辺は 0に等しくなる． ///

命題 5.2.11の証明において，命題 5.2.8で定義された λs
i は状態価格であることが分かる

15．命
題 5.2.8における λs

i の定義式は，消費者 iが状態 sにおいて，追加的に 1単位の所得 (購買力)
15この命題 5.2.11で見たように rank R(p) = S ならば，状態価格ベクトルは一意となる．また，その逆も成立す

ることを示すことができる．そして，標準的な仮定の下では，市場の完備性と rank R(p) = S は同値である (命題
3.1.3，命題 3.1.4)．このように標準的な仮定の下では，市場の完備性と状態価格の一意性が同値であることが言え
る．このことをアセットプライシングの第 2基本定理と呼ぶ．この場合もファイナンスの基本定理と同様に，必ず
しも (p, q)が AMEの均衡価格である必要はない．
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を得るために，時点 0で犠牲にしてもよい (p01 = 1であるような価値基準財の)価値額を与えて
いるので，確かに状態価格と見なすことができる．
命題 3.1.3より，命題 5.2.11の条件 rank R(p) = S は価格 pの下で市場が完備であることを
意味する．命題 4.1.2より，AMEの均衡スポット価格ベクトルの下で市場が完備ならば，AME

の財配分はパレート効率的であり，これは命題 5.2.11と整合的な結果である．
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第6章 証券市場均衡の存在

6.1 証券市場均衡の存在証明

伝統的な一般均衡理論における競争均衡の存在の証明は次の命題による．

6.1.1 命題 ∆ := {p ∈ RL
++ |

∑L
l=1 = 1}とおく．関数 f : ∆ → RLが以下の性質を満たすと

する．

1. 連続性 f は連続関数である．

2. ワルラス法則 任意の p ∈ ∆に対し，p · f(p) = 0が成り立つ．

3. 下への有界性 ある b ∈ RLが存在して，f(p) > bが任意の p ∈ ∆について成り立つ．

4. 境界挙動条件 ∆上の任意の点列 (pm)m∈N に対し，ある p ∈ RL
+ \ (RL

++ ∪{0})が存在して，
pm → pならば，∥f(pm)∥ → ∞である．

この時，ある p ∈ ∆が存在して，f(p) = 0が成り立つ．

競争均衡の存在証明においては f を財の超過需要関数，pを価格ベクトルと見なす．具体的な
証明はMWGのChapter 17, Section 17.C, Proposition 17.C.1, pp. 585 – 587を参照されたい．

6.1.2 注意 命題 6.1.1では関数 f の 0次同次性は仮定されていない．しかし，定義域を∆内に
限定するために，f は元々は，RL

++ 上で定義された 0次同次関数であると解釈できる．また，
たとえ f がRL

++上で定義されていて，0次同次でない場合でも，命題 6.1.1は∆上で少なくと
も一つの均衡が存在することを示している．

AMEの存在を示すには，効用最大化問題を伝統的な一般均衡モデルの効用最大化問題に近い
形に書き直す必要がある．そのために，まず，次のAMEにおける効用最大化問題

max
(xi,yi)

Ui(xi)

subject to p0 · x0i ≤ p0 · e0i − q · yi (6.1)

任意の s ∈ {1, · · · , S}に対し ps · xsi ≤ ps · esi +
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s)

をポートフォリオベクトル yiとペイオフ関数 rsj に依存しない形に書き換える．ただし，任意の
j ∈ {1, · · · , J}, s ∈ {1, · · · , S}に対し，rsj は 1次同次であり，効用関数 Uiは強単調であると仮
定する．効用関数の強単調性から予算制約は等号で成立するとしてよい．まず s ∈ {1, · · · , S}
の予算制約は， p1 · (x1i − e1i )

...

pS · (xSi − eSi )

 =

 r11(p
1) · · · r1J(p

1)
...

...

rS1 (p
S) · · · rSJ (p

S)


 yi1

...

yiJ

 = R(p)yi
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と書ける．ただし，R(p)は時点 1でのスポット価格 pで評価したペイオフ行列である．この条
件は  p1 · (x1i − e1i )

...

pS · (xSi − eSi )

 ∈ Col R(p) (6.2)

と同値である．次に効用関数の強単調性から均衡において裁定取引は存在しない (命題 2.1.2)の
で，ファイナンスの基本定理 (定理 2.2.1)により，状態価格ベクトル (λ1, · · · , λS)⊤ ∈ RS

++が
存在する．したがって，予算制約が等号成立することに注意すれば，

S∑
s=1

λsps · (xsi −esi ) =

S∑
s=1

λs

 J∑
j=1

yijr
s
j (p

s)

 =

J∑
j=1

yij

S∑
s=1

λsrsj (p
s) =

J∑
j=1

yijqj = −p0 · (x0i −e0i )

が成立する．ここで λ0 = 1とすれば，時点 0での予算制約は

S∑
s=0

λsps · (xsi − esi ) = 0

である．上の式と (6.2)が作る予算集合は元の問題 (6.1)の予算集合と同じなので，実物資産の
仮定から，操作変数を zi := xi − eiとして，効用最大化問題を

max
zi

Ui(zi + ei)

subject to

S∑
s=0

λsps · (xsi − esi ) ≤ 0 (6.3)

 λ1p1 · (x1i − e1i )
...

λSpS · (xSi − eSi )

 ∈ Col R(λ1p1, · · · , λSpS)

と書き換えられる．この問題 (6.3)の解を fi とする．第 3章における ADEについて思い出し
てほしいが，AMEにおける均衡配分をADEにおいて達成する時に，そのADEの均衡価格は
元のAMEのスポット均衡価格に対し，各状態に対応した状態価格を掛けたものであった (定理
3.2.2)．つまり，証券市場の経済におけるスポット価格をArrow-Debreu的な経済で状態依存財
の価格として用いるためには，状態価格をかける必要がある．この問題 (6.3)においても同じ議
論ができて，AMEにおける時点 0のスポット価格と時点 1におけるスポット価格を 1つの予算
制約で表現するためには，つまりAMEにおける消費者の効用最大化問題をArrow-Debreu的な
経済における効用最大化問題として表現するには，時点 1のスポット価格に状態価格をかける
必要がある．実際に問題 (6.3)における 2つ目の部分空間についての制約を無視できるならば，
問題 (6.3)はADEにおける効用最大化問題と同一の形になる．この部分空間についての制約が
無視できる場合の一つの例がペイオフ行列 R(p)の階数が任意の pについて状態数 S であるこ
とである (市場の完備性の十分条件 (命題 3.1.3))．
この問題 (6.3)の解は fi(λ

0p0, λ1p1, · · · , λSpS)と書くべきであるが，pは任意の値を取りう
るので前述の議論から Arrow-Debreu的な経済の効用最大化問題として見なせば，状態依存財
の価格を p と見なして fi(p

0, p1, · · · , pS) と書いてもよい．つまり，λ0 = λ1 = · · · = λS =

1と仮定できる．このことは定理 3.2.3の証明における考え方と同じである．よって，Arrow-

Debreu的な経済において超過需要関数を 0にするような価格 pは，同じ財配分を達成するAME
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における均衡スポット価格と見なせる．また，効用関数や消費集合等に対する標準的な仮定
が満たされるとすれば，問題 (6.3)の解は一意に決定されるので fi は pの関数である．等式∑I

i=1 fi(p) = 0が成り立つならば，ある q ∈ RJ と (y1, · · · , yI) ∈ RJ × · · · ×RJ が存在して，
(p, q, ((f1(p)+ e1, y1), · · · , (fI(p)+ eI , yI)))はAMEである1．すなわち，AMEが存在すること
は f :=

∑I
i=1 fiに対し，f(p) = 0を満たす pが存在することと等しい．このような pの存在を

言うためには f が命題 6.1.1の 4つの条件を満たすことを確認すればよい．ワルラス法則を満た
すことと下に有界であることは明らかなので，境界挙動条件と連続性について調べる．
次の例では，境界挙動条件が満たされない．

6.1.3 例 N = 1, S = 2, J = 1とする．消費者 i ∈ {1, · · · , I}の効用関数を

Ui(xi) := ui(x
0
i ) +

1

2
ui(x

1
i ) +

1

2
ui(x

2
i )

と定める．ただし，uiは稲田条件を満たすとする．消費者 iの初期保有量は ei = (3, 1, 1)とす
る．ペイオフ行列は

R(p) =

(
p11
p21

)
と定める．つまり，必ず財 1単位を受け取る実物資産 (安全資産)だけが証券市場で取引される．
問題 (6.3)の部分空間についての制約が成立することは，ある η ∈ Rが存在し，(

p11z
1
i1

p21z
2
i1

)
=

(
p11
p21

)
η

を満たすという事なので (p11z
1
i1, p

2
2z

2
i1)

⊤が (p11, p
2
1)

⊤のスカラー倍になるということである．つ
まり z1i1 = z2i1である，ということである．したがって，z := z1i1 = z2i1とおいてよい．ここで
任意の正の整数mについて pm := (1/2, 1/2− 1/m, 1/m)として，∆上の点列 (pm)m∈N を考え
る．この時，pm → (1/2, 1/2, 0) /∈ ∆なので，問題 (6.3)の第 1の制約が成立するということは，

2∑
s=0

psmzsi1 =
z0i1
2

+
z

2
= 0

が成立する，ということである．よって，z0i1 = −zとおいてよい．したがって効用最大化問題
は以下の制約なしの最大化問題として書き換えることができる．

max
z

ui(3− z) +
1

2
ui(1 + z) +

1

2
ui(1 + z)

この場合，uiについての仮定から任意のm ∈ N についてその解は z = 1である．よって境界
挙動条件 ∥fi(pm)∥ → ∞は満たされない．なぜ効用最大化解が任意のm ∈ N について定数に
なるかということについて経済学的な考察を行う．この場合の証券価格は，状態価格が任意の
状態で 1に等しいと仮定できることに注意して，

p1m1 + p2m1 =
1

2
− 1

m
+

1

m
=

1

2

となり，mに依存せずに証券価格が決まる．つまり，時点 0での予算制約はmに依存しない．
また時点 1での予算制約についてはN = 1かつ証券がすべて実物資産であるという仮定から，
時点 1での予算制約を満たすか否かはスポット価格によらず決定する．つまり，時点 1での予
算制約もまたmに依存しない．これらのことから，この消費者が直面する予算制約はmに依存
しないので，その効用最大解もまたmに依存せずに決定する定数となる．

1状態価格は仮定より λ1 = · · · = λS = 1とできる．
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例 6.1.3のように境界挙動条件が一般には満たされないので，AMEの存在証明には次のよう
な論法を使う．まず，消費者 1について問題 (6.3)における部分空間の制約を除外した効用最
大化問題を考える．この問題の解 f̂1 は通常の純粋交換経済における効用最大化問題の解と同
一視できるので，境界挙動条件を満たす．また

∑I
i=2 fiは下に有界であるので，任意の点列に

ついて−∞に発散することもなく，結果として f̂1 +
∑I

i=2 fiは境界挙動条件を満たす．ある価
格 pについて f̂1(p) +

∑I
i=2 fi(p) = 0が成り立つならば，Col R(p)は線形部分空間であるので，

f̂1(p) = −
∑I

i=2 fi(p) ∈ Col R(p)も成り立つ．よって，f̂1(p)は部分空間の制約を加えた効用最
大化問題，つまり問題 (6.3)の解でもある．したがって，pはAMEの均衡価格となる．このよ
うに，まずある消費者について部分空間の制約を外して均衡を求め，次に，この均衡において
部分空間の制約が満たされているということを確認するという論法は Cass trickと呼ばれる．
連続性についてはペイオフ行列

R(p) =

 r11(p
1) · · · r1J(p

1)
...

...

rS1 (p
S) · · · rSJ (p

S)


の階数は常に整数の値を取るので，R(p)の階数が pに依存する場合は pの連続関数ではない．
よって，Col R(p)は pの連続対応ではない．したがって，一般には fiは pについて連続とは言
えない．すなわち，AMEが存在しないということがありうる2．
しかし，次の例のように∆上のほとんど至るところで Col R(p)が pの連続対応である場合
もある．

6.1.4 例 N = 2, S = 2, J = 2とする．ペイオフ行列を以下のように定める．

R(p) =

(
p11 p12
p21 p21

)
この時，detR(p) = p21(p

1
1 − p12)なので，pの取る範囲を∆上に限定すれば，

rank R(p) =

{
1, if p11 = p12
2, otherwise

となる．{p = (p11, p
1
2, p

2
1, p

2
2)

⊤ ∈ R4 | p11 = p12}の次元は 3であるので，R4上ではルベーグ測度
ゼロとなる．つまり，rank R(p)は∆上において，ほとんど至るところで rank R(p) = 2 = S

となる．

例 6.1.4は∆上において，ほとんど至るところでR(p)の階数が一定である例であったが，価
格 pの変化に対してペイオフ行列の階数が変化しなければ，連続性は満たされる．具体的には
次の場合が考えられる．

1. 全ての証券が名目資産である場合
問題 (6.3)における部分空間の制約の表現を可能にするための仮定として，全ての証券が
実物資産であるという仮定があった．しかしながら，全ての証券が名目資産である場合は，
問題 (6.3)における部分空間の制約はそのまま適用できない．全ての証券が名目資産であ
る時に，Werner[1985]はAMEにおける元々の効用最大化問題 (6.1)をそのまま用いるこ
とで，AMEの存在証明を行っている．

2点列 (pm)m∈N が pm → p である時，任意の正の整数 M について，ある正の整数 m′ > M が存在し，
rank R(pm′) ≥ rank R(p) を満たす．これはペイオフ行列の階数が極限においていきなり大きくなることはあ
りえないということである (逆に小さくなることはありうる)．R(p)の 1次独立な列ベクトルの最大個数がどのよう
な時に変化するかを考えれば明らかである．
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2. 全ての証券が real numeraire assetの場合
全ての証券を実物資産とする．ここで任意のs ∈ {1, · · · , S}について，あるns ∈ {1, · · · , N}
が存在し，任意の j ∈ {1, · · · , J}と全てのm ∈ {1, · · · , N} \ {ns}に対して

asjm = 0

が成立するとする．この時，

R(p) =

 p1n1
a11n1

· · · p1n1
a1Jn1

...
. . .

...

pSn1
aS1nS

· · · pSnS
a1JnS

 =


p1n1

0 · · · 0

0 p2n2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · pSnS




a11n1
a12n1

· · · a1Jn1

a21n2
a22n2

· · · a2Jn2
...

...
. . .

...

aS1nS
aS2nS

· · · aSJnS


となるので，∆上ではR(p)の階数は pには依存しない．

AMEが存在しないような例が次の例になる．

6.1.5 例 N = 2, S = 2, J = 2, I = 2とする．また時点 0で消費は行われないものとする．さら
に，時点 1において状態 1では財 1のみが取引され，状態 2では財 1と財 2の両方が取引され
るものとする．ペイオフ行列を以下のように定める．

R(p) =

(
p11 p11
p21 p22

)

よって

rank R(p) =

{
1, if p21 = p22
2, otherwise

(6.4)

である．ここで 0 < α < βとし，消費者 1について，その効用関数と初期保有量を

U1(x1) := x111 + α log x211 + β log x212

e1 = (e111, (e
2
11, e

2
12))

⊤

と定め，消費者 2について，

U2(x2) := x121 + β log x221 + α log x222

e2 = (e121, (e
2
21, e

2
22))

⊤

と定めるものとする．ただし，時点 0での初期保有量は 0とする．よって消費者の効用は準線
形効用関数で表される．さらに仮定として，

γ := e211 + e221 = e212 + e222

e211 + e212 ̸= e221 + e222

とする．第 1の仮定は財 1と財 2の状態 2における総初期保有量が等しいことを示していて，第
2の仮定はもし状態 2におけるスポット価格が 2つの財で等しいならば，両消費者の可処分所得
が異なるということを示している．
これらの設定の下でこの経済の AMEは存在しない．このことを以下で証明していく．証明
の方法として市場が完備ないしは不完備な場合にAMEが存在するとして矛盾を導く．
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仮に市場が完備であるような AMEが存在するならば，その配分は ADEと一致する (定理
3.2.2)．よって，ADEの効用最大化問題を考える．準線形効用関数を持つので，ラグランジュ
関数の最大化条件においてラグランジュ乗数は 1に等しくなる．消費者 1,2の効用最大化条件
と資源制約から，状態 2における財 1の配分について

α
1

x211
= β

1

x221
x211 + x221 = γ

が成立する．これを解くと

x211 =
α

α+ β
γ, x221 =

β

α+ β
γ

である．同様に，状態 2における財 2の配分について

x212 =
β

α+ β
γ, x222 =

α

α+ β
γ

である．よって，均衡における状態 2での消費者 1の効用関数の勾配ベクトルは(
α/x211
β/x212

)
=

α+ β

γ

(
1

1

)

となる．これはすなわち p21 = p22であることに等しいので，市場の完備性と矛盾．したがって，
市場が完備であるようなAMEは存在しない．
市場が完備でないようなAMEが存在するとする．この時，スポット均衡価格について p21 = p22
である．この時，2つの証券は区別されず，このAMEにおいては証券の取引は行われないと仮
定してよい (無裁定価格付けの原理からまったく区別されない証券の価格は等しい．加えて，時
点 0での初期保有量が 0かつ，時点 0で消費を行わないので，時点 0における証券に対するネッ
トの投資額が 0でなくてはならない)．また，状態について加法分離的な効用関数なので，消費
者 1については

max
(x2

11,x
2
12)

α log x211 + β log x212

subject to x211 + x212 ≤ e211 + e212

の最適解が時点 1の状態 2における効用最大化解と等しくなる．この問題を解くと

x211 =
α

α+ β
(e211 + e212), x212 =

β

α+ β
(e211 + e212)

である．同様に消費者 2について

x221 =
β

α+ β
(e221 + e222), x222 =

α

α+ β
(e221 + e222)

である．したがって資源制約から

α

α+ β
ω1 +

β

α+ β
ω2 = γ

β

α+ β
ω1 +

α

α+ β
ω2 = γ
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である．ただし，ωi = e2i1 + e2i2, i = 1, 2である．ωi, i = 1, 2について解けば，

ω1 = ω2 = γ

である．しかし，仮定より ω1 ̸= ω2なので矛盾．したがって，市場が完備でないような AME

が存在しない．
以上より，このような経済においてはAMEは存在しないことが分かる．

標準的な純粋交換経済と証券市場を含む経済の大きな違いは，価格が財の相対的な価値を決
定するだけではなく，将来の予算制約に対する部分空間の制約にも影響を与えることである．こ
のことが均衡の存在やその効率性などについて標準的な純粋交換経済とは異なる議論を展開し
なくてはならない要因になっている．実際に市場が完備であれば，部分空間の制約を無視する
ことができるので，この講義を通して見たように標準的な純粋交換経済と変わらない結果を得
ることができる．
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A.1 局所非飽和性

局所非飽和は強単調性より弱い仮定である．本文の多くの議論では強単調性を要件としたが，
局所非飽和に置き換えるだけで，また違った結論となる場合もある．

A.1.1 局所非飽和性と効用最大化

A.1.1 命題 Uiが局所非飽和であるとする．価格 (p, q)についてある x∗i ∈ Xi, y
∗
i ∈ RJ が証券

市場における消費者の効用最大化問題の解ならば，(x∗i , y
∗
i )は予算制約の少なくとも一つを等号

で満たす．

命題A.1.1の証明 (x∗i , y
∗
i )が全ての予算制約を等号で満たさないとする．つまり

p0 · x∗0i + q · y∗i < p0 · e0i

全ての s ∈ {1, · · · , S}について ps · x∗si −
J∑

j=1

y∗ijr
s
j (p

s) < ps · esi

であるとする．この時，y∗i を固定して以下の集合 C を考える．

C :=

{
x̂i ∈ Xi

∣∣∣ p0 · x̂0i + q · y∗i < p0 · e0i ,
全ての s ∈ {1, · · · , S}について ps · x̂si −

∑J
j=1 y

∗
ijr

s
j (p

s) < ps · esi

}

点 x∗i は集合Cの内点なので，十分小さい半径の x∗i を中心としたRN(1+S)上の開球Bを取れば，
局所非飽和の仮定より x̂i ∈ B ⊆ C,U(x̂i) > U(x∗i ) の存在が言える．これは明らかに (x∗i , y

∗
i )の

効用最大化に矛盾する．よって題意は示された． ///

効用関数が強単調ならば，全ての予算制約を等号で成立させることが可能であった．その理由
は強単調ならば，任意の状態において，その状態での消費のみを増やすだけで，必ず効用水準
を厳密に向上させることができるので，効用最大化を行う上で各状態での超過供給額を使い切
ろうというインセンティブが生じるからである．しかしながら局所非飽和の仮定の下では，あ
る状態の消費のみを増やしたとしても，それが効用水準を厳密に向上させるとは言い切れない
ので，命題A.1.1のような結論に至る．

A.1.2 局所非飽和性とファイナンスの基本定理

命題 2.1.2は局所非飽和性の下で以下のように書き換えられる．
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A.1.2 命題 ある i ∈ {1, · · · , I}について Uiが局所非飽和であるとする．(p, q)がAMEにおけ
る均衡価格ならば，

q · η < 0 (A.1)

全ての s ∈ {1, · · · , S}について η · rs(ps) =
J∑

j=1

ηjr
s
j (p

s) > 0 (A.2)

を両方とも満たすようなポートフォリオ η ∈ RJ は存在しない．

命題A.1.2の証明 対偶を示す．ある価格ベクトル (p, q)の下で (A.1)と (A.2)を両方とも満た
すようなポートフォリオ η ∈ RJ が存在すると仮定する．この時，任意の i ∈ {1, · · · , I}に対
し，予算制約を満たすような任意の (xi, yi) ∈ Xi ×RJ について，(A.1)と (A.2)より，任意の
s ∈ {1, · · · , S}において，

p0 · x0i + q · yi + q · η < p0 · x0i + q · yi ≤ p0 · e0i (A.3)

ps · xsi −

 J∑
j=1

yijr
s
j (p

s) +

J∑
j=1

ηjr
s
j (p

s)

 < ps · xsi −
J∑

j=1

yijr
s
j (p

s) ≤ ps · esi (A.4)

が成立する．よって ηを固定して以下の集合 C を考える．

C := {x̂ ∈ RN(1+S) | x̂は (A.3)と (A.4)を満たす．}

この時，(A.3)と (A.4)より，xiは C の内点なので，xiを中心とする十分小さい半径の開球B

を取れば B ⊆ C とできる．これは任意の iについて成立することなので，特に局所非飽和な
効用関数を持つ iについて，x̂i ∈ B ⊆ C,Ui(x̂i) > Ui(xi)を満たす x̂i ∈ Xi が取れる．更に，
(x̂i, yi + η)もまた予算制約を満たすことから，同じ議論を繰り返し適用できる．したがって局
所非飽和な iについては，その効用水準を (p, q)の下で予算制約を満たしながらいくらでも大き
くできるので，(p, q)の下で効用最大化解は存在しない． ///

また市場の完備性と命題 2.2.4を用いれば，以下のファイナンスの基本定理の変形が成立する
ことが示せる．

A.1.3 命題 ある価格ベクトル (p, q)について，q ̸= 0かつ rank R(p) = Sとした時，以下の 2

条件は同値である．

1.

q · η < 0

全ての s ∈ {1, · · · , S}について η · rs(ps) =
J∑

j=1

ηjr
s
j (p

s) > 0

を両方とも満たすようなポートフォリオ η ∈ RJ は存在しない．

2. 全ての j ∈ {1, · · · , J}について

qj =

S∑
s=1

λsrsj (p
s)

を満たすようなベクトル λ := (λ1, · · · , λS)⊤ ∈ RS
+ \ {0}が存在する．
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命題A.1.3の証明

B :=


−q1 · · · −qJ

r11(p
1) · · · r1J(p

1)
...

...

rS1 (p
S) · · · rSJ (p

S)

 =

(
−q⊤

R(p)

)
∈ R(1+S)×J

という行列を定義する．もし，Bη ∈ R1+S
++ であるベクトル ηが存在しなければ，命題 2.2.4よ

り，全ての j ∈ {1, · · · , J}について

qj λ̂
0 =

S∑
s=1

λ̂srsj (p
s)

であるようなベクトル λ̂ = (λ̂0, λ̂1, · · · , λ̂S)⊤ ∈ R1+S
+ \ {0}が存在する．ここで λ̂0 = 0なら

ば，(λ̂1, · · · , λ̂S)⊤ ∈ RS
+ \ {0}はR(p)の全ての列ベクトルと直交するベクトルとなる．しかし，

rank R(p) = Sよりそのようなベクトルは 0しかありえず，その場合は λ̂ = 0となるので不適．
よって λ̂0 > 0である．このことから，全ての j ∈ {1, · · · , J}について以下のような書き換えが
可能となる．

qj =
S∑

s=1

λ̂s

λ̂0
rsj (p

s) =
S∑

s=1

λsrsj (p
s)

よって λ := (λ1, · · · , λS)⊤ = (λ̂1/λ̂0, · · · , λ̂S/λ̂0)⊤ ∈ RS
+ \ {0} が条件 2を満たすベクトルとな

ることが分かる． ///

命題 A.1.3における λは状態価格ベクトルとして考えることができる．効用関数における仮
定を強単調性から局所非飽和性まで緩めた時に，AMEにおける状態価格の存在を保証したけれ
ば，市場の完備性の仮定を導入する必要があることが分かる．
命題 A.1.2と命題 A.1.3を命題 2.1.2とファイナンスの基本定理の代わりに用いれば，定理

3.2.2に対応した次の命題も真であることが言える．

A.1.4 命題 ある消費者 iについてUiが局所非飽和であるとする．AMEを (p, q, ((x∗1, y
∗
1), · · · , (x∗I , y∗I )))

とする時，q ̸= 0かつ rank R(p) = Sならば，ある λ = (λ1, · · · , λS)⊤ ∈ RS
+ \ {0}が存在して

((p0, λ1p1, · · · , λSpS), (x∗1, · · · , x∗I))はADEである．

命題A.1.4より，命題 4.1.2は以下のようなスマートな方法で示すことが可能である．

命題4.1.2の別の証明命題A.1.4より配分 (x∗1, · · · , x∗I)を達成するようなADEが存在する．よっ
て厚生経済学の第一基本定理より (x∗1, · · · , x∗I)はパレート効率的である． ///

A.1.3 局所非飽和性と制約条件つき効率性

局所非飽和な効用関数を想定した上で，完備性の仮定を緩めた場合にはどのような結果が得
られるのだろうか．(4.7)の Vi(p)の下で，完備性による補題 4.1.1に対応する結果を得ることが
できれば，制約条件つき効率性に対する議論もスムーズになる．
まず以下の命題を示す．
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A.1.5 命題 任意の ϵ ∈ R++ について A(ϵ) := {R(p)η | η ∈ RJ , ∥η∥ < ϵ}はバナッハ空間
Col R(p)上の開集合である．

命題A.1.5の証明 写像M : RJ → Col R(p)をM : η → R(p)η, η ∈ RJ であるようなものとし
て取る．RJ はバナッハ空間であり，Col R(p)もまた高々有限個のベクトルで張られる線形部
分空間なのでRS 上の閉部分空間となり，結果としてバナッハ空間である．したがって写像M

は全射な有界線形写像であるので開写像定理1によりA(ϵ)はバナッハ空間Col R(p)上の開集合
となる． ///

局所非飽和である効用関数 Ui の下での効用最大化解を (x∗i , y
∗
i )として，Ui(xi) = Ui(x

∗
i )で

あるような xi ∈ Vi(p)が存在するとする．また xiについて (3.1)を満たすようなポートフォリ
オベクトルを yi ∈ RJ とする．局所非飽和の仮定から，xi を中心とした任意の半径 δ ∈ R++

の開球の内点に，xi より厳密に効用水準を改善させる消費計画 x̂i が存在する．ここで任意の
s ∈ {1, · · · , S}について，

ŵs := ps · (x̂si − xsi )

ws := ps · (xsi − esi ) =

J∑
j=1

yijr
s
j (p

s)

とする．この時，

ps · (x̂si − esi ) = ŵs + ws = ŵs +

J∑
j=1

yijr
s
j (p

s)

が成立する．次に yiを固定して，任意の ϵ > 0について以下の集合を考える．

C(ϵ) := R(p)yi +A(ϵ) = {R(p)(yi + η) | η ∈ RJ , ∥η∥ < ϵ}

C(ϵ)は命題A.1.5におけるA(ϵ)をベクトルR(p)yi ∈ Col R(p)で平行移動しただけの集合なの
で，部分空間 Col R(p)上の開集合である．
仮にC(ϵ)がRS 上の開集合ならば，ŵ := (ŵ1, · · · , ŵS)⊤, w := (w1, · · · , wS)⊤として，開球
の半径 δを十分 0に近づければ，

ŵ + w = ŵ +R(p)yi ∈ C(ϵ)

とできる．つまり，十分 δを 0に近づけさえすれば，ある (x̂i, yi + η)を Ui(x̂i) > Ui(xi)かつ
(3.1)を満たすように取ることができる．
次に時点 0での予算制約について

p0 · (x0i − e0i ) + q · yi < 0

であると仮定する．この時，ŵ0 = p0 · (x̂0i − x0i ) + q · ηとして，

p0 · (x̂0i − e0i ) + q · (yi + η) = p0 · (x0i − e0i ) + q · yi + ŵ0

である．ŵ0の定義から，ϵ, δを十分 0に近づけることで ŵ0を

p0 · (x0i − e0i ) + q · yi + ŵ0 < 0

1付録の定理 A.2.1を参照
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であるように取ることができる．
このようにして取った (x̂i, yi+η)は全ての時点，状態における予算制約を満たしつつ，Ui(x̂i) >

Ui(xi) = Ui(x
∗
i )であるので，x∗i の効用最大化に反する．つまり，少なくとも

p0 · (x0i − e0i ) + q · yi ≥ 0

でなくてはならない．
命題A.1.5におけるA(ϵ)がRS 上の開集合でなくては，上の議論は成立しないことはすぐに
分かる．A(ϵ)がRS 上での開集合となるには，Col R(p) = RS，つまり市場が完備であること
が要求される．したがって，Col R(p)に ŵ + wが含まれたりするような幸運な場合を除けば，
上の議論は非完備市場において一般に成立しないことが分かる．
しかし，消費者の効用についての仮定を強めると，非完備市場について上の議論を成立させ
ることができる．

A.1.6 命題 Uiが時点 0の消費に対して局所非飽和であるとし，価格ベクトル (p, q)の下で効用
最大化解 (x∗i , y

∗
i )が存在するとする．この時，Ui(xi) ≥ Ui(x

∗
i )であるような任意の xi ∈ Vi(p)

について，時点 1での予算制約を等号成立させるようなポートフォリオを yi ∈ RJ とすると，
(xi, yi)は時点 0の予算制約について，

p0 · x0i + q · yi ≥ p0 · e0i (A.5)

を満たす．特に Ui(xi) > U(x∗i )ならば (A.5)の不等号は必ず厳密な不等号で成立する．

命題A.1.6の証明 xi ∈ Vi(p)について，Ui(xi) > Ui(x
∗
i )ならば補題 4.1.1と同様の方法で (A.5)

を厳密な不等号で成り立たせることが示せる．よってUi(xi) = Ui(x
∗
i )である時を考える．xiの

時点 1での消費を賄うポートフォリオを yi ∈ RJ とする．
ここで仮に p0 · x0i + q · yi < p0 · e0i とする．Uiの時点 0の消費に対する局所非飽和性より，x0i
を中心とした任意の半径 δ > 0のRN 上の開球に含まれる点 x̂0i を，

Ui((x̂
0
i , x

1
i , · · · , xSi )) > Ui(xi) = Ui(x

∗
i ) (A.6)

を満たすように取れる．また

p0 · (x̂0i − e0i ) + q · yi = p0 · (x0i − e0i ) + q · yi + ŵ0

である．ここで ŵ0 = p · (x̂0i − x0i )である．内積とノルムの連続性から δを 0に近づければ近づ
けるほど |ŵ0|を 0に近づけることができるので，十分小さい δ > 0を

p0 · (x̂0i − e0i ) + q · yi = p0 · (x0i − e0i ) + q · yi + ŵ0 < 0

であるように取れる．この時，(A.6)が満たされ，かつ全ての予算制約を満たすので，x∗i の効
用最大化と矛盾する．よって p0 · x0i + q · yi ≥ p0 · e0i である． ///
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A.2 ベクトル空間

集合X の任意の要素について加法演算とスカラー倍演算が定義されている場合にX をベク
トル空間と呼ぶ．

A.2.1 定義 (ノルム (norm)) ベクトル空間X について，関数 ∥ · ∥ : X → Rが以下の条件を
満たす時，∥ · ∥をX 上のノルムと呼ぶ．

1. 任意の x ∈ X について，∥x∥ ≥ 0であり，等号成立は x = 0の時に限る．

2. 任意の x ∈ X,α ∈ Rについて，∥αx∥ = |α|∥x∥が成り立つ．

3. (三角不等式) 任意の x, y ∈ X について，∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥が成り立つ．

ノルムはX上の連続な凸関数である．またノルムが定義されたベクトル空間をノルム空間と言
う．さらにノルム空間X について d(x, y) := ∥x− y∥とおけば (X, d)は距離空間となる．ノル
ムは 1つのベクトル空間に 1つとは限らず，任意の x = (x1, · · · , xn)⊤ ∈ Rnに対し

∥x∥ :=

√√√√ n∑
i=1

x2i , (ユークリッドノルム，L2ノルム)

∥x∥1 :=

n∑
i=1

|xi|, (絶対値ノルム，L1ノルム)

∀p ≥ 1, ∥x∥p :=

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

, (Lpノルム)

∥x∥∞ := sup
i∈{1,··· ,n}

|xi|, (スープノルム，L∞ノルム)

∥x∥A :=
√
x⊤Ax, (Aは任意の n行 n列の正値定符号な実数行列)

などは全てノルムの定義を満たすのでRn上のノルムとなる．

A.2.2 定義 (内積 (inner product)) ベクトル空間X について，x, y ∈ X に対し関数 x · y :

X ×X → Rが以下の条件を満たす時，この関数をX 上の内積と呼ぶ．

1. 任意の x ∈ X について，x · x ≥ 0であり，等号成立は x = 0の時に限る．

2. 任意の x, y, z ∈ X,α, β ∈ Rについて，(αx+ βy) · z = α(x · z) + β(y · z)が成り立つ．

3. 任意の x, y ∈ X について，x · y = y · xが成り立つ．

内積はX 上の連続関数である．また内積が定義されたベクトル空間を内積空間と言う．さらに
内積空間X について，任意の x ∈ X に対し，∥x∥ :=

√
x · xと定義すれば，∥ · ∥はノルムの公

理を満たす．このようにして作られるノルムを内積から誘導されたノルムと言う．よって内積
空間は内積から誘導されたノルムによりノルム空間になる．内積空間Xの内積から誘導された
ノルムについてコーシー・シュワルツの不等式

任意の x, y ∈ X について, |x · y| ≤ ∥x∥∥y∥

(ただし等号成立はある (α, β)⊤ ∈ R2 \ {0}が存在して，αx = βyである時のみ)と中線定理

任意の x, y ∈ X について, ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2)

が成立する．逆に中線定理を満足するようなノルムはそのノルムを誘導するような内積が存在
する．内積空間X について任意の x, y ∈ X が x · y = 0を満たすならば，xと yは直交すると
言う．
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A.2.3 定義 (バナッハ空間 (Banach space)，ヒルベルト空間 (Hilbert space)) ノルム空間
X において以下を満たすコーシー列 (xn)

∞
n=1 ⊆ X，

lim
m,n→∞

∥xm − xn∥ = 0

の極限 x∗が x∗ ∈ X である時，X は完備であると言う．完備なノルム空間をバナッハ空間，完
備な内積空間をヒルベルト空間と言う．

Rnについて通常の内積とその内積から誘導されるユークリッドノルムをおけばRnはヒルベル
ト空間となる．またノルムを先ほどのように距離として見なすことで，完備なベクトル空間は
完備距離空間となる．

A.2.4 定義 (直交射影 (orthogonal projection)) ヒルベルト空間XにおいてX上の閉部分
空間をM とする．この時，以下を満たす写像 PM : X → M が任意の点 x ∈ Xについて定義で
きる．

PM (x) = arg min
y∈M

∥x− y∥

PM (x)を xのM への直交射影と言う．

X をヒルベルト空間，M をX 上の閉部分空間とした時，M への直交射影を与える写像 PM :

X → M はX 上で連続であり，任意の x ∈ X について，PM (x)は一意である．また PM は線
形写像で，かつ冪等性，PM ◦ PM = PM を満たす．そして x− PM (x) ∈ M⊥である．

A.2.5 定義 (有界線形写像 (bounded linear mapping)) ノルム空間XとY について線形写
像 f : X → Y が，

あるK ∈ R+が存在して，任意の x ∈ X について, ∥f(x)∥ ≤ K∥x∥

を満たす時，f は有界線形写像と言う．

任意の有限次元の実数行列 A ∈ Rm×n について，関数 f : Rn → Rm を f(x) := Axとして
定義すると，f は有界線形写像となる．有界線形写像であることと連続な線形写像であること
は同値である．よってヒルベルト空間X 上における閉部分空間M への直交射影を与える写像
PM : X → M は連続な線形写像であるので有界線形写像である．有界線形写像については関数
解析学における重要定理の一つである開写像定理が成立する．

A.2.1 定理 (開写像定理 (open mapping theorem)) バナッハ空間X と Y について有界線
形写像 f : X → Y が全射ならば，f は開写像である．すなわち任意の開集合O ⊆ X について，
集合 {f(x) | x ∈ O} ⊆ Y はバナッハ空間 Y における開集合となる．
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